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fiind rezultatul intersectiei
dintre suprafata exterioara a
barei §i doud sectiuni
drepte, infinit apropiate.
Intre cele doua curbe
directoare se traseaza o serie
de generatoare foarte
apropiate intre ele, care pot fi
considerate a fi segmente de
lungime dx din fibrele situate
la suprafata exterioara a barei
z (fig. 3.2, a).

Dupa ce bara este
solicitatd de cdtre o forta
exterioara care genereaza in
ea efortul sectional constant N (fig. 3.2, ), se constata urmatoarele:

— toate generatoarele trasate la suprafata barei au deplaséri si deformatii liniare
egale, ceea ce conduce la concluzia ca, la exteriorul barei, segmentele de fibre de
lungime dx s-au alungit toate cu aceeasi cantitate Adx, (indicele 0 precizeaza ca se
face referire la fibrele de la exteriorul barei);

— unghiurile dintre generatoare §i curbele directoare, initial drepte, raman
drepte si dupa solicitare.

Rezulta ca la exteriorul barei:

r
Ty Fig. 3.1.

g, = Adx, _ ct. ;70 =0. (3.2)

dx
x L dx ‘ in baza ipotezei
v | — sectiunilor ~ plane, toate
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, LA "> a)  segmentele  de  fibre
v v cuprinse intre cele doud
3 . ; sectiuni  imaginare  au
5 7 ; 7 N aceleasi deplasari si
) R e {—)—» b)  deformatii. Rezulti cd in
1 AN : N toate punctele de pe
x+u x+Adx | sectiunea dreaptd a barei
o erd s ey supusa 'la intipdere sau
& compresiune simpld, se
Fig.3.2. dezvoltd aceeasi stare de

deformatii caracterizata de:
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Adx
e=—— =ct.;y=0. 33
o Y (3.3)

Aspectul fizic al problemei este dat de relatiile:
c=Ee;t1=Gvy (3.4

care exprima legea simpla a lui Hooke.
Din combinarea aspectului fizic cu cel geometric, relatiile (3.3) si (3.4), se
poate deduce:

c=Ee=ct. ; 1=Gy=0. (3.5)
Din a doua relatie (3.5) rezulta ca:
Ty = T = 0, (3.6)

oricare ar fi directiile y si z din planul sectiunii drepte.
Introducand aceste valori in relatiile (3.1) se constata ca a doua, a treia si a
patra egalitate se verifica identic, iar din ultimele doua relatii rezulta:

jydA=o; jsz=o. (3.7)
(4) (4)

Aceste doud egalitati, care exprima

momentele statice ale sectiunii barei in N — N
. ’ . o B T —y = —

raport cu axele y si z, se verifica — A4

deoarece, se cunoaste de la mecanica,

momentele statice ale unei suprafete in Fig. 3.3

raport cu axe ce trec prin centrul de
greutate al acesteia sunt nule.
Din prima relatie (3.1), cunoscéand (3.5), se determina valoarea efortului axial N:

N=E-¢ [dd =E-ed=E &= N
(4) 4

care, in baza primei relatii (3.5) conduce la:

c=—. (3.8)
A
Rezultd ca pentru o barid solicitatd la intindere sau compresiune simpla, in
orice sectiune dreaptd a acesteia, tensiunea G se distribuie uniform in toate
punctele si valoarea ei se determind cu relatia (3.8) (fig. 3.3), iar tensiunile
tangentiale sunt nule — vezi relatia (3.6).
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3.1.2. Calculul de rezistenta

Deoarece la barele drepte solicitate la Intindere sau compresiune simpla, starea
de tensiuni este la fel de periculoasd in toate punctele de pe sectiunea dreapta,
tensiunea ¢ avand o distributie constanta conform relatiei (3.8), conditia de
rezistenta se aplica in sectiunea unde efortul N are valoarea maxima:

6, =——<0,. (3.9)

Relatia (3.9) poate fi folosita pentru:

— dimensionarea barei atunci cand se cunoaste solicitarea, deci se cunosc
valoarea lui N, si materialul din care aceasta este confectionatd, adica rezistenta
admisibila o,:

(3.10)

unde A4, reprezinta aria necesard a sectiunii barei pentru ca ea sa reziste la efortul
axial Nmax, 1ar A4, este aria sectiunii barei in functie de dimensiunile acesteia;

— verificarea dimensiunilor sectiunii barei atunci cand se cunosc solicitarea,
forma si dimensiunile sectiunii barei, precum si rezistenta admisibila:

N,

f£;x=|A“;;* <o, (.11)

(¢

unde AY reprezintd aria efectivd a sectiunii nete a barei; verificarea barei se va

face dupa fiecare dimensionare, ca masurd suplimentard de sigurantd in ceea ce
priveste corectitudinea calculelor;

— determinarea efortului capabil, adica a fortei maxime de solicitare
corespunzatoare Iui Npax, atunci cand se cunosc forma si dimensiunile sectiunii
barei, precum si rezistenta admisibila:

— o
F<N,,=0c,4,. (3.12)
De retinut este faptul ca, atat valoarea Iui Npax cat si aria sectiunii nete 4,
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trebuie luate 1n acelasi punct de pe axa barei, adicd in aceeasi sectiune, care se
presupune a fi periculoasa.
In general, aria sectiunii nete a barei este:

A,, = Abr - AS:

Ap, reprezentd aria sectiunii brute a barei, adicd a sectiunii curente, iar 4; — aria
slabirilor, adicd aria cumulatd a acelor parti din sectiune care se pierd datorita
unor nevoi constructive, ca de exemplu prinderea barei de alte parti ale
constructiei.

B C
B-B c-C
| N
| <]
,L‘. _e_(): ................ N B Eﬁh
) I ; g <
O I R =
| o
) b
B C

Fig.3.4.

In figura 3.4 este ilustratd prinderea a doud platbande prin intermediul a trei
nituri. Pentru cazul sectiunii B—B aria netd este: 4. °= bh — 2bd = b(h — 2d), iar
pentru sectiunea C—C: A “= bh — bd = b(h — d). Deoarece aria slabirilor 4; nu
poate fi cunoscutd la momentul dimensiondrii, ea depinzand de dimensiunile
sectiunii curente, calculul de rezistentd, in prima faza, va fi un calcul de
predimensionare. Aceasta se va efectua folosind o relatie de legatura intre A, i A,:
de exemplu, pentru profile din S235 (OL37), 4p-= (1,10 =+ 1,15)4,,.

Dupa predimensionarea sectiunii barei si determinarea slabirilor necesare se
poate calcula aria sectiunii nete efective 47 si efectua verificarea acesteia cu relatia
(3.11).

Deoarece in conditia de rezistentd (3.9) intervine aria sectiunii nete, calculul
barelor solicitate la intindere sau compresiune simpld poate fi efectuat complet
numai odata cu calculul imbinarilor acestora, care implica calculul elementelor de
imbinare (nituri, buloane, sudura).

54



SOLICITARI SIMPLE

3.1.3. Deformarea barelor drepte supuse la intindere sau compresiune

Ansamblul deplasarilor punctelor unei bare produse de solicitarile la care este
supusd, fatd de configuratia barei nedeformate, defineste forma deformata a
acesteia.

In cazul unei bare solicitati la intindere sau compresiune simpla deformarea
barei se produce numai axial (v. fig. 1.18, b) si in baza relatiilor (1.30) si (3.8)
deformatia specifica liniara este:

c N

E=—=—. 3.13
E FEA ( )

In aceasta situatie, alungirea unei bare de lungime / supusa la intindere sau
compresiune simpla este:
N

Al = js-dx=jadx. (3.14)

(O] (O]
Daca efortul sectional N este constant pe toatd lungimea / a barei si daca
aceasta are sectiunea constanta atunci;

M

Al .
EA

(3.15)

Sunt anumite structuri care nu trebuie sa prezinte, sub solicitdri, deformatii
mai mari decat cele admisibile. Pentru astfel de structuri, pe langad conditia de
rezistentd (3.9) trebuie verificatd si conditia de rigiditate. In cazul unei bare
solicitata la intindere sau compresiune simpla, aceastd conditie de rigiditate are
forma:

(ADmax < (Al)a, (3.16)

unde (Al)max se determina, dupa caz, cu relatia (3.14) sau (3.15).

Daca conditia de rezistentd (3.9) este indeplinitd, iar conditia de rigiditate
(3.16) nu, atunci din acesta se exprima A, in functie de (A/), si se determina noi
dimensiuni pentru sectiunea barei studiate. In aceasti situatie conditia de
deformatie (3.16) este mai restrictiva, conditia de rezistenta (3.9) fiind indeplinita
acoperitor.
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3.1.4. Incercarea la tractiune

Incercarea la tractiune se utilizeazd ca fincercare de referinti pentru
evidentierea comportdrii materialelor i produselor industriale supuse solicitarilor
mecanice.

Conditiile s1 modul de realizare a incercarii la tractiune si caracteristicile
mecanice care se pot determina din aceasta Incercare sunt reglementate, in functie
de tipul produsului si natura materialului din care este fabricat, prin standarde. In
tabelul 3.1 sunt prezentate aceste norme pentru cele mai utilizate tipuri de
materiale si produse industriale.

3.1.4.1. Curba caracteristica conventionala la tractiune (CCCT)

in mod obisnuit (materiale metalice, lemn, materiale plastice etc.) incercarea
la tractiune se executa pe epruvete confectionate din materialul care se cerceteaza,
avand forma si dimensiunile prezentate in figura 3.5. Aceste epruvete au o
portiune centrald, cu sectiunea circulara (epruvete circulare) sau dreptunghiulara
(epruvete plate), calibratd (cu dimensiuni precise) si doud capete de prindere (pe
magina cu care se realizeazd incercarea) cu diverse configuratii (cilindrice,
conice, cilindrice filetate, plate, plate cu orificii pentru bolturi etc.). Pe portiunea
calibrata a epruvetelor se
traseaza (Tnainte de incercare)

doud repere la distanta Lo; de Tabelul 3.1.
reguld, distanta (lungimea) Tipul produsului f;a?e(iigﬂ;;;e
initiala Intre repere L, se alege si materialul din Coi ditiile si modul
in functie de aria sectiunii care este de inc;erca?‘e la
transversale initiale a portiunii confectionat tractiune
calibrate Sy, utilizand relatia: i
o, T2 ’ Mareriale SR EN 10002

Ly =kyS, - (3.17) Cabluri de otel STAS 272
Epruvetele  astfel  dimen- Tevi metalice STAS 6718
sionate se numesc epruvete Lemn si produse STAS 6291;
proportionale (de obicei, se din lemn STAS 336
adopta k£ = 5,65, ceea ce, Cauciuc STAS 3888
pentru epruvetele rotunde, Materiale plastice STAS 6642

este echivalent cu Lo = 5dp).
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Fig. 3.5.

In timpul incercirii la tractiune, pe directia axei longitudinale a unei epruvete
realizate conform prescriptiilor anterior prezentate, se aplica o forta de tractiune F,
crescatoare ca intensitate, care produce deformarea progresiva si, in final, ruperea
epruvetei. Magina folosita pentru realizarea incercdrii la tractiune este prevazuta
cu dispozitivele necesare pentru a masura si/sau inregistra (pe toatd durata
incercarii) intensitatea fortei aplicate F si deformatiile liniare (lungirile sau
extensiile) produse epruvetei AL = L — Ly, L fiind distanta (lungimea) intre
reperele epruvetei la aplicarea fortei de tractiune cu intensitatea /. Prin masurarea
secventiald sau inregistrarea continud a valorilor marimilor F' si AL, se poate
construi curba dependentei F' = g(AL), numitd diagrama incercarii la tractiune
(DIT) sau diagrama forta — alungire (extensie).

Reprezentdnd in coordonate rectangulare variatia tensiunii (conventionale)
6 = F/S, in functie de alungirea specifica € = AL/Ly sau in functie de alungirea
procentuald &= (AL/Ly)-100, se obtine o curbd o= flg), numitd curba
caracteristicd conventionala la tractiune (CCCT) sau curba caracteristica
tensiune — deformatie specificd a materialului cercetat. De exemplu, in mod
obisnuit, pentru materiale metalice CCCT se prezintd ca in figura 3.6, a, iar pentru
materiale plastice ca in figura 3.6, b.

Cu ajutorul CCCT (construitd pe baza incercdrii la tractiune) se pot evidentia
particularitatile comportarii oricarui material metalic solicitat mecanic §i se pot
defini o serie de caracteristici mecanice pe baza carora se realizeaza calculele de
proiectare si/sau verificare a structurilor.
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oA Deformare
uniforma Gdtuire  Rupere \
R § Rupere
| 3
| s
R, ; S
Q o
0 [ |
’ A Deformatie specifica
a) b)
Fig. 3.6.

Exista mai multe caracteristici care se definesc si se determina in mod obignuit:

a) Limita de curgere aparentd R, (in N/mm?); reprezinta tensiunea la care se
produce cresterea deformatiilor specifice ale materialului la o tensiune constanta
de solicitare (tensiunea la care are loc fenomenul de curgere sau tensiunea
corespunzatoare palierului inregistrat pe CCCT (v. fig. 3.6, a); aceasta
caracteristica se determina cu relatia:

:£:4—FCZ, (3.18)
A, mnd,

e
in care F. reprezinta valoarea fortei de solicitare a epruvetei la care apare
fenomenul de curgere, in N; A, — aria sectiunii initiale a zonei calibrate a epruvetei,
in mm’.

In cazul materialelor la care nu se manifestd un fenomen de curgere aparents,
CCCT neprezentand variatii bruste ale pantei la instalarea procesului de deformare
plastica, ci numai modificari continue, care evidentiazd cresterea ponderii
deformatiilor plastice si aparitia fenomenului de ecruisare, se defineste /imita de
curgere conventionald R,. Ea reprezentdnd tensiunea la care alungirea specifica
neproportionald (de naturd plasticd) ¢, atinge o valoare prescrisd; in mod curent
limita de curgere conventionald se determind pentru o alungire procentuald
neproportionald €, = 0,2% si se noteazd R0 .

b) Rezistenta la tractiune R, (in N/mm?®); reprezinti tensiunea
corespunzdtoare fortei maxime de solicitare a epruvetei inainte de rupere F, (V.
fig. 3.6, a) si se defineste cu relatia:
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R, = P _ —4F‘“;" : (3.19)
S, nd,

Rezistenta la tractiune este o caracteristicd mecanicd importanta pentru foarte
multe materiale si produse industriale: materiale si produse metalice, lemn si
produse din lemn, materiale plastice si produse din materiale plastice, hartie,
materiale si fibre textile etc.

¢) Alungirea procentuald dupd rupere (sau alungirea la rupere) A (in %); se
defineste cu relatia:

_Lu _LO

A 100, (3.20)

0
in care L, reprezintd lungimea ultima a zonei calibrate, determinata prin asezarea
cap la cap a celor doua parti ale epruvetei rupte la incercarea la tractiune si
masurarea distantei intre cele doud repere ale zonei calibrate a epruvetei.
d) Coeficientul de gatuire

<N__,,_,,_,~;?,,ff,_,;£_,,_,,_,,_,,_,,_,,_ff,_,,_,,_,,_,,_,,' ,_,,_f,;_N, (gdtuire sau strictiune), Z (in %); se
------- PP PTPPPPY RO defineste cu relatia:
lo Al
« PN S, =S
« ly Z=—2_"v.100, (3.21)
0
Fig. 3.7.

in care S, reprezintd aria epruvetei
in sectiunea de rupere (aria minimd); alungirea procentuald dupa rupere si
coeficientul de gatuire sunt caracteristici mecanice utilizate mai ales in cazul
materialelor metalice si materialelor plastice.

3.1.4.2. Deformatii transversale. Coeficientul lui Poisson

Dupa cum s-a putut constata, in cazul epruvetelor utilizate la incercarea la
tractiune, concomitent cu alungirea epruvetei se produce si o gatuitura a acesteia.
Rezultd ca, daca se considerd o bard de lungime /y si diametru dy (fig. 3.7), pe
langa deformatia specifica longitudinald, a carei valoare este:

.o [, -1, _ Al ’
L 4
apare si o deformatie specifica transversala care are valoarea:
d —d
g, =—L=—ue. (3.22)
dO
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In relatia anterioard p < 0 reprezinta coeficientul lui Poisson si el constituie o
constanta elastica a materialului.

Pentru a determina valoarea lui p se defineste deformatia specificd volumica:

. AV _ 1o,
’ VO VO .

Daca se exprima, in relatia anterioara, Vy si V' in functie de dy, respectiv d, si
daca se tine seama ca [,/ = 1 + € si &, = d/dp, neglijand termeni g si 82, ca valori
foarte mici, deformatia specifica volumica capata expresia:

gv=(1 —pe)’(1 +&)— 1 =gl —2p). (3.23)

Pentru o bara solicitata la intindere, €, > 0, ceea ce face ca, din relatia (3.23),
1 —2u > 0, adica u < 0,5. Rezultd ca, u € [0, 0,5]. Valoarea 0,5 corespunde
corpurilor perfect elastice la care schimbarea formei se face fara variatie de
volum, iar valoarea zero corespunde plutei. Pentru otelurile obisnuite p = 0,3.

3.1.4.3. Relatia de izotropie

Aspectul fizic al problemelor rezistentei materialelor defineste legatura dintre
tensiuni si deformatii specifice. Pentru solicitarea de intindere monoaxiala aceasta
legédtura se exprima, asa cum s-a aratata n paragraful 1.8.3, sub forma (1.3) (legea
simpld a lui Hooke). O relatie similard se determind experimental si in cazul
solicitarii de forfecare pura, solicitare la care apar numai tensiuni tangentiale t si
deformatii specifice vy:

=Gy (3.24)

coeficientul de proportionalitate G reprezintd modulul de elasticitate transversal,
se exprima in N/mm” si reprezinti, ca si £, o constanti elastic a materialului.
Intre cele trei constante elastice u, £ si G exista egalitatea:

E

care reprezintad relatia de izotropie.
Pentru p € (0, 0,5) se obtine 0,333 < G/E <0,5.
In tabelul 3.2 sunt date valorile constantelor E, G si p pentru unele materiale uzuale.

60



SOLICITARI SIMPLE

Tabelul 3.2.
Modulul de elasticitate [N/mm”] Coeficientul

Material E G u
Otel carbon 2..2,1)10° 8,1-10* 0.24...0,28
Otel aliat 2,1-10° 8,1-10* 0,25 ...0,30
Fonti cenusie si alba (1,15 ... 1,60)-10° 4,5-10* 0,23 ...0,27
Cupru laminat 1,1...1,3)-10° 4.9-10*
Bronz fosforos 1,15-10° 4,2.10* 0,32..0,35
Alama 0,9 ... 1,0)-10° (3,5 ...3,7)-10* 0,32..0,42
Aliaje de aluminiy (0,67 ...0,71)-10° | (2,4..2,7)-10* 0,32 ...0,36
Duraluminiu (0,70 ... 0,75)~105 (2,6 ... 2,7)~104 -
Zidirie de caramida 2,5..3)-10° - -
Lemn (in lungul fibrelor) ©..12)10° 450 ... 650 -
Lemn (perpendicular pe fibre) | (0.4 ...1,0) -10° 450 ... 650 -
Cauciuc 8 - 0,47
Celuloid (1.7...2.0)-10° 600 ... 700 0,39

3.1.5. Sisteme static nedeterminate la intindere sau compresiune simpla

In multe cazuri fortele de legiturd sau eforturile sectionale nu pot fi
determinate numai din ecuatii de echilibru static deoarece sunt mai multe
necunoscute — forte de legitura sau eforturi — decét ecuatii de echilibru. In astfel
de cazuri sistemul de forte este denumit sistem static nedeterminat, iar gradul de
nedeterminare statici este dat de diferenta intre numarul necunoscutelor si
numarul ecuatiilor de echilibru care se pot scrie.

Rezolvarea problemelor static nedeterminatre la intindere sau compresiune
simpla necesita cunoasterea in prealabil a rigiditatilor £4. Alegand aprioric aceste
rigiditati, se pot determina tensiunile dar nu se pot obtine solutii economice care
sd duca la atingerea rezistentei admisibile in toate elementele constructiei. Un
sistem static nedeterminat economic se poate realiza prin aproximari succesive,
modificand rigiditatile elementelor componente ale sistemului.

Rezolvarea sistemelor static nedeterminate se poate face aplicind metoda

Aceastd metodd constd in definirea ecuatiilor de echilibru static si a unui
numar de relatii de compatibilitatea deplasarilor egal cu gradul de nedeterminare
statica al sistemului. Ea este exemplificata in aplicatiile P.3.9 — P.3.13.
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3.1.6. Tensiuni pe sectiuni inclinate la bare solicitate
la intindere sau compresiune

In toate aspectele legate de solicitarea de intindere sau compresiune a barei
drepte studiate pana acum s-a considerat numai sectiunea normald pe axa, pe care
s-a calculat tensiunea normala. Se pune problema determinarii tensiunilor care
apar pe o sectiune inclinata a unei bare solicitata la intindere sau compresiune, asa
cum este cea din figura 3.8. Pe sectiunea normald BC se dezvoltd tensiunea
normald o, = N/A. Indicele x subliniazad faptul cad tensiunea normala are directia

Fig. 3.8.

axei longitudinale x a barei. Se separa din bard un element de volum BCD cu
grosimea egald cu unitatea (vezi fig. 3.9, a). Deoarece bara se considera alcatuita
din fibre care nu se apasa si nu luneca intre ele in directie normala pe axa ei
(v. paragr. 1.5.2), singurele tensiuni care apar sunt ¢ si p. Elementul astfel
considerat este in echilibru sub actiunea fortelor generate de aceste tensiuni.
Tensiunea totald p care actioneazd pe sectiunea CD se poate descompune intr-o
componentd normald o, $i una tangentiala t,. Deoarece elementul considerat are
dimensiuni foarte mici se poate aprecia ca tensiunile sunt uniform repartizate pe
cele doud sectiuni, astfel incat fortele generate de acestea pot fi considerate ca
forte concentrate in centrele de greutate ale sectiunilor.

Fortele, provenite din Tnmultirea tensiunilor cu ariile pe care ele se dezvolta,
sunt continute intr-un singur plan, plan paralel cu planul xBy, ceea ce face ca
pentru scrierea ecuatiilor de echilibru sa se foloseasca schema simplificatd din
figura 3.9, b.

Proiectand toate fortele pe directia lui 4, respectiv 1, se obtin ecuatiile:

Gy 1-ds — ox-1-dy-cosa = 0;
To-1-ds + oy 1-dy-sina = 0

Din figura 3.9, b se poate constata usor cd dy = ds-cosa si dx = ds-sina.
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Dupa inlocuirea Iui dx si dy in ecuatiile de proiectie anterioare, prin rezolvarea
acestora, se obtin expresiile tensiunilor o4 §i T

c, = %Gx(l+cos 2a1)

a

(3.26)

o

T =—lcxsin2oc
5 <

Fig. 3.9.

Pe baza relatiilor (3.26), se constatd ca G, $i T, sunt functii continue de
unghiul 2a. Astfel tensiunea normald o, este maximd pe sectiunea normald
Gq-0 = Oy, iar intr-un plan paralel cu axa barei, pentru care o = 7/2, ea are valoarea
nuld 6,=x» = 0. Tensiunea tangentiala este nuld pe sectiunea normald (o = 0) si pe
un plan longitudinal (o0 = 7/2) si maxima pe o sectiune inclinata la o = /4, avand
valoarea T, = 0,/2. Este de retinut faptul cd 1n planul in care tensiunea normala
are valoarea maxima Gmax = Oy — planul sectiunii drepte — tensiunea tangentiala
este nula. In schimb pe planul in care tensiunea tangentiald are valoarea maxima,

X

c . - .
T = Tx , tensiunea normala nu este nula si are valoarea o, =

max

Dupa cum s-a prezentat la incercarea la tractiune, daca forta de tractiune creste
mereu, bara se rupe. In cazul in care ruperea se produce ca urmare a unei valori
maximale o, a tensiunii normale, ea are loc pe sectiunea dreaptd a barei. Daca
insd, ruperea se produce ca urmare a faptului ca tensiunea tangentiald a atins o
valoare maxima, Tmax, limitd, ea se produce pe o sectiune inclinata la 45°.
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Probleme rezolvate

P.3.1. O bara de otel cu sectiunea rotunda, d = 50 mm, este solicitatd de un sistem de forte
axiale asa cum este aratat in figura 3.10, a. S& se calculeze alungirea totala a barei. Modulul de
elasticitate longitudinal al otelului este 2,05-10° N/mm’.

intreaga bara fiind in echilibru, rezulti ci fiecare parte din ea se afld in echilibru. Astfel se
poate constata ca segmentul 4-B al barei se afld in echilibru, in fiecare sectiune a ei actionand o
fortd axiala de intindere N,z = 10000 N dupad cum se poate observa in figura 3.10, . Alungirea
acestui segment de bara este:

N, sl 5  10000-2-10°
EA 2,05-10° -1963,495

Al, ;= =0,04968 mm .

Segmentul B-C este solicitat de o forta axiala de intindere Nz = 10000 — 3000 = 7000 N,
dacd se reduc fortele din stanga sectiunii C. Acelasi rezultat se obtine si cand se reduc fortele din
dreapta sectiunii B, Np.c = 9000 — 2000 = 7000 N. Alungirea acestui segment de bara este:

A B C D
—
10000 N 3000 N 9000 N
— P
2m 3m 4m
a)
A B C D

10000 N 10000 N 9000 N 9000 N
R T SRy (S
7000 N 7000 N
. — 0

<)

Fig. 3.10.

A= Nyclpc _ 7000-3-10°

EA 2,05-10° -1963,495

=0,05217 mm.

In mod similar se procedeaza si pentru segmentul C-D care este solicitat de forta axiald de
intindere Nc.p = 9000 N. Alungirea acestuia este:

Ng_pl 4103
AZC—D __'C-D'C-D _ 90005 4-10 _ 0’08944 mm
EA 2,05-107 -1963,495

64



SOLICITARI SIMPLE

Alungirea totala a barei este: Al =0,04968 + 0,05217 + 0,08944 = 0,19182 mm.

P.3.2. Sa se determine alungirea totala a unei bare drepte cu sectiune constatd, incastrata la
partea superioara si solicitatd numai de greutatea proprie (fig. 3.11).
In fiecare sectiune a barei actioneazd un efort axial generat numai de greutatea proprie.

RN

Fig. 3.11.

Alungirea unui element de volum de grosime dx este:

Adx=edv= Tdr= N gy =T g
E EA EA
unde A este aria sectiunii barei si y greutatea specifica a materialului din
care aceasta este confectionatd (kg/m’). Integrand pe toatd lungimea / a
barei se obtine alungirea totala a acesteia:
1 2
EA EA2 2EA 2EA

0

unde G este greutatea totala a barei. Se poate observa ca alungirea totalad
produsa de greutatea barei este egald cu alungirea produsd de o incarcare
egald cu jumatate din greutate barei aplicata la capetele acesteia.

P.3.3. Grinda cu zdbrele plana din figura 3.12 este solicitata de o fortd de 120 kN. Materialul
din care sunt confectionate barele este S235, iar coeficientul de siguranta ales este ¢ = 1,5. Sa se
determine aria necesara pentru barele 1-3 si 5-4.

Pentru a determina efortul axial V,_; din bara 1-3 este necesar sa se determine mai intai fortele
de legaturd din articulatia nodului 1. Forta de legatura orizontala din articulatia 1 este nula

2 4 6
'® N
laY 1,5 m N 1,5 m 8
5 7
EEEREEe
120 kN
Niy a) ‘N5-4
1
Ni;
60 kN
b)

Fi%.53.12.



SOLICITARI SIMPLE

deoarece singura fortd de incarcare este verticald. Forta de legatura verticala din 1, datorita
simetriei va fi egala cu cea din 8 si va avea valoarea 120/2 = 60 kN.
Efortul din bara 1-3 se determina din echilibrul nodului 1 (fig. 3.12, b):

F,): 60+N,_ i:O = N,, =-75kN
v 25 1-2

El

>F,): N, ;’—SSJFN,,3 =0 = N,_, =45kN

)

Efortul din bara 5-4 se determina din echilibrul nodului 5:
(>F,): N,,-120=0= N, , =120kN

Dupa cum se stie, o bara articulatd la capete preia numai eforturi axiale, in consecinta barele
1-3 si 5-4 sunt solicitate la intindere. Pentru determinarea ariilor necesare trebuie sd se cunoasca
rezistenta admisibila a materialului din care acestea sunt confectionate. Stiind ca otelul S235 are
limita de elasticitate minima R, = 235 N/mm®, rezistenta admisibil se determina cu relatia:
R, 235

e

c s

" =156,7 N/mm?
Pentru bare solicitate la eforturi axiale tensiunea normala este da ¢ = N/ A4, relatia (3.8), unde
N este efortul axial, iar 4 aria sectiunii transversale a barei. Punidnd conditia ca tensiunea
6 =0, =156,7N/mm” se pot determina ariile necesare:
45000 120000

——— =287173mm?* si A, =
2 156,7 H A 156,7

= 765,749 mm>

P.3.4. Doud bare prismatice sunt solidar legate intre ele si supuse la o forta verticald de
500 kN asa cum se vede in figura 3.13. Bara superioard este confectionatd din otel cu masa
specifici 7850 kg/m’, lungimea de 5 m si aria sectiunii 6500 mm’. Bara inferioard este
confectionat din alamd cu masa specifica 8304 kg/m’, lungimea 3 m si aria sectiunii 4200 mm?®,
Sa se determine tensiunea maxima in fiecare bara.

Tensiunea maxima in bara de alami se dezvoltd in sectiunea B-B. Aici, tensiunea normald
verticala este produsa de incarcarea data de forta de 500 kN si de greutatea intregii bare situate sub
sectiunea B-B.

Greutatea barei de alama este G,; = 4200-107%-3-8304-9,81=1026,4 N. Tensiunea maxima este:

N _500000+1026,4
A 4200

=119,29 N/mm”.

Tensiunea maxima in bara de otel se dezvoltd in sectiunea A-A4, sectiunea de sustinere,
deoarece aici actioneazd, pe langd forta de 500 kN si greutatea celor doud bare. Greutatea barei de
otel este: G,,= 6500-107°-5-7850-9,81 = 2502,8 N.

Tensiunea dezvoltata in sectiunea A-4 este:
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o=V _300000+20528 _ ;5 \m?.
A 6500
o
y A ) L ,
P X
_ )
w
B 1 sl
P
=)
on \
¢ [
500 kN
Fig. 3.13. Fig.3.14.

P.3.5. O bara tronconicd are sectiunea circulard, care variaza uniform de la diametrul d la
diametrul D, si lungimea L. Sa se calculeze alungirea barei atunci cind este supusd unei forte
axiale P (vezi fig. 3.14).

La depaértarea x de sectiunea cu diametrul cel mai mic d se considera un element de volum de
lungime dx si de raza r a cérei valoare se determina din triunghiuri asemenea:

d x(D-d
r=—+—= —1.
2 L\ 2

Alungirea acestui volum elementar se poate determina aplicand formula de la alungirea unei
bare supuse la efort axial, (3.15):

Pdx
.
2 L 2

Alungirea totald se obtine prin insumarea deformatiilor acestor elemente de volum pe intreaga
lungime a barei.

d(ar)=

4 L 4 Pdx 4PL
Al =|d(Al)= = .
'([ da) J T - nDdE

0 X
n{d+L(D—d)

P.3.6. Un corp avand forma unui solid de revolutie este solicitat de forta P dupa cum se poate
vedea 1n figura 3.15. Corpul are raza sectiunii superioare 7y, iar greutatea specificd a materialului
din care este confectionat y, in N/m’. Si se determine legea de variatie a razei sectiunii corpului in
functie de coordonata y, astfel incat in orice sectiune a lui, perpendiculara pe axul de simetrie,
tensiunea o sa fie constanta.
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Se considerd la departarea y de sectiunea superioara, un

volum definit de doua sectiuni foarte apropiate, situate la P
departarea dy una fata de alta (vezi fig. 3.15). Daca Q este — ry
greutatea partii superioare atunci dQ reprezintd cresterea lui
Q cand y a crescut cu dy. Elementul de volum considerat este ¥ \
marginit de doua sectiuni, perpendiculare pe axul de rotatie, _—
ce au razele r si » +dr si ale caror arii sunt 4, respectiv 4 + -
< N Vo —> 7
d4. Pe aceste doua suprafete se dezvolta tensiuni normale de
compresiune ale caror marimi, In baza conditiei impuse in v do
enunt, trebuie sa fie egale: -é; % f
P+ P+0O+d
AQ= AgdAQ=G=c0nst. —>r+dL
Din aceastd egalitate rezulta:
a4 A 1 i : SRR
—= =—. (a) Fig. 3.15.
d9 P+Q0 o

Cresterea ariei Intre cele doua fete, superioara si inferioara ale elementului de volum este: d4
= 1(r + dr)? — — w* = 2nrdr. Cresterea elementari a greutatii este: dQ = nr’ydy. Inlocuind pe
d4 si dQ in formula (a) si integrand rezulta:

2inr=Ly+C, (b)
(e}

Punand conditiile la limita si anume, pentru y = 0, r = r, rezultad C; = 2lnry. Pentru sectiunea

. . . P . - <
superioara a corpului, la y = 0, tensiunea este 6 =— . Inlocuind aceste valori in (b) rezulta:

T,
2
r=r, exp{ y;rs yj .

P.3.7. Doua bare identice, din otel, sunt legate intre ele agsa cum se poate vedea in figura 3.16,
a si sunt solicitate de o fortd de 120 kN. Sa se determine aria sectiuni barelor astfel incat tensiunea
normali si nu fie mai mare de o, = 150 N/mm?, precum si deplasarea verticald a punctului B.
Modulul de elasticitate longitudinal £ = 2,1-10° N/mm?.

Din conditia de echilibru a nodului B rezulta (fig. 3.16, b):

(3F,): Nigicos30° + Nyccos30°— 120 = 0;

(ZF()): _NBA sin30° + NBC sin30° = 0,

din care rezulta
120
N, =N,.=——=69,28 kN.
B B¢ 2c0s30°

Aria sectiunii barelor se determina cu relatia:

4N 69,28-10°
c 150

a

=461,88 mm.
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Deoarece, in rezistenta materialelor s-a admis ipoteza micilor deformatii, forma deformata a
celor doud bare, sub actiunea incarcdrii, nu este mult diferita de forma initiald (fig. 3.16, ¢).Din

3) b) o)

Fig. 3.16.

aceastd cauza se considerd ca unghiul DB’B are valoarea de 30°. Deplasarea pe verticala a nodului
B, in acest caz, se determina astfel:
DB’ N 1 69,28-10° 210’ 1

BB' = T= 5= 3 . - 0:1,9mm.
cos30 EA cos30 2,1-10° -461,88 cos30” cos30

P.3.8. Doud bare din otel AB si BC sunt articulate la capete si sunt solicitate de o fortd
F =236 kN asa cum este aratat in figura 3.17, a. Materialul din care sunt confectionate cele doua
bare este un otel turnat care are limita de curgere aparentd R, = 240 N/mm? Coeficientii de
sigurantd adoptati sunt: 1,5 pentru solicitarea de intindere si 3 pentru solicitarea de compresiune.
Sa se determine ariile sectiunilor transversale pentru cele doud bare si de asemenea, componenta
orizontald si cea vertical ale deplasirii punctului B. Se va considera £ = 2,1-10° N/mm>.

Din echilibrul nodului B rezulta (fig. 3.17, b):

(ZFV): —Npesin30° — F = 0;
(ZFO): — Ngcc0s30° — N, =0;
Rezolvand sistemul se obtine:

= ._FO =- .2360 = —472kN;
sin 30 sin 30

Ny, =—Nyc0s30° =472 -cos30° = 408,76 kN.

NBC

Tensiunile admisibile se determind cu relatia (1.27): o”* = 240/1,5 =160 N/mm* pentru

a

comp
a

solicitarea de tractiune si ¢ = 240/3 = 80 N/mm” pentru solicitarea de compresiune.

Ariile necesare pentru cele doud bare se determina cu relatia (3.10):
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B NBA
30°
NBC
F=236kN
a) b)
Fig. 3.17.
N 408,75-10°
Ay, =24 = 75 =2554,75 mm>;
ol 160
N 103
Ay :_l sl _472:100 = 5900 mm?>.
Gtﬂomp 80

a

Pentru a determina deplasarea punctului B este necesar ca mai intai sa calculam deformatiile
axiale ale celor doua bare folosind relatia (3.15):

_ Npilp, _40871-10°-1,6-10° _

Aly, = 3 =12 mm
EA,, 2,1-10% - 2554,75
3
N —472-10° -%
Al,, = —BcBC sin60” _ ~0,7 mm.

Edye 2,1-10° - 2554,75

Pozitia punctului B dupd solicitarea barelor se poate determina tindnd seama ca bara 4B se
alungeste cu 1,22 mm, ea putandu-se roti in jurul punctului 4, iar bara CB se scurteaza cu 0,7 mm,
ea putandu-se roti in jurul punctului C. Deoarece deformatiile sunt mici, se poate considera ca
deplasarea punctului B cauzatd de rotirea barei AB in jurul punctului 4, poate fi asimilata cu
segmentul de dreaptd BB;. Acelasi rationament se poate aplica si in cazul rotirii barei BC. Din
studiul geometric al figurii 3.17, ¢, rezulta deplasarile punctului B:

~0,7c0s30° +1,22

200 +0,7sin30° = 3,5mm.
tan

up=1,22 mm; Vg

P.3.9. Trei bare din otel legate solidar intre ele sunt solicitate de forta axiala F (fig. 3.18)
Cunoscand ariile sectiunilor transversale ale barelor 4;, 4,, A3 s se determine lungimile acestora
astfel incat in fiecare dintre ele tensiunea maxima sa nu depaseasca tensiunea admisibila c,.
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Pentru fiecare bara tensiunea maxima se dezvoltd in sectiunea sa superioara acolo unde efortul
sectional este compus din forta F dar si din greutatea barelor situate sub sectiunea respectiva.

Daca se considera ca bara 1 are greutatea pe metru liniar ¢; (N/m), din conditia G.x = G,
pusa la partea superioara a tronsonului 1, se obtine:

s o =Ftha _, _S.A-F
ot ‘ 4 : q,

Procedand analog pentru tronsonul 2, rezulta:

_ F+lq, +1,q, _ c,4 +5q,

~ \A Ga
} A2 AZ
Oa de unde:
l _ Ga (AZ - Al )
, =—f—.
. A4, q,
Prin recurentd, pentru tronsonul i, se poate
G, scrie:
l- — Ga(Ai — Aifl)
~ ’“A] ! q, ’
N F P.3.10. Bara din figura 3.19, a are sectiunea
o =Z constantd si este incastratd intre doi pereti
F verticali. O fortd axiala F este aplicata la distanta

) [; de peretele din stdnga. Sa se determine fortele
Fig. 3.18. de legatura dintre pereti si bara.

Trebuie mai 1Intdi sad reprezentam bara
actionata de forta F si de cele doud forte de legatura dintre ea si pereti. Cele doud reactiuni sunt
notate cu H, si H, asa cum se poate vedea in figura 3.19, b. in aceasta situatie aspectul static al
problemei consta dintr-o singura ecuatie de echilibru:

(XF,)): Hi-F+H,=0

Hl H2

ll 12 ll 12

A
\4
A

a) b)

Fig. 3.19.

Se constata ca sunt doua necunoscute §i o singurd ecuatie: problema este static nedeterminata.
in consecinta, pe langa ecuatia de echilibru static trebuie adiugati o ecuatie bazati pe deformatia
barei. Dupa cum se poate vedea din figura 3.19, b, tronsonul de lungime /; este comprimat cu forta
H,, iar tronsonul de lungime [, este supus la intindere cu forta H,. In consecinti scurtarea
tronsonului de lungime /; trebuie sa fie egala cu alungirea tronsonului de lungime /,. Aceasta
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egalitate constituie ecuatia furnizatd de aspectul geometric al problemei, cel care face legatura
dintre deplasari si deformatii.

Modificarea lungimii unei bare solicitata axial se determina cu relatia (3.15) care reprezinta in
acest caz aspectul fizic al problemei. Rezulta:

Hlll _ HZIZ
EA EA’

unde A4 reprezinta aria sectiunii transversale a barei, iar £ modulul de elasticitate longitudinal. Din
ultima egalitate din care rezultd Hi/, = Hyl,, i din ecuatia aspectului static al problemei se
determina cele doud necunoscute:
_Fl

I +1,"

Fi
H, = —si H,
L+,

Cunoscand fortele de legatura se pot determina deformatiile celor doua tronsoane:

CHb L Hily o Fl

Al = ;
! EA  EA(, +1,) ' EA  EA(l +1)

cea ce dovedeste ca
Alz = —All.

P.3.11. Intr-un cilindru de otel se afli montati o bari de aluminiu, ansamblul fiind solicitat la
compresiune de o forta P =400 kN prin intermediul a doud placi rigide, asa cum este prezentat in
figura 3.20, a. Diametrul interior al cilindrului este d = 80 mm, iar cel exterior D = 100 mm.
Modulele de elasticitate sunt E,, = 2,05-10° N/mm’ si E, = 0,62-10° N/mm® Sa se determine
tensiunile in cilindrul de otel si in bara de aluminiu.

I T
a) b)

Fig. 3.20.

Daci se face o sectiune orizontald prin ansamblu si se inldturd una dintre parti, de exemplu
cea superioara, trebuie sa se introduca efectul acesteia asupra partii inferioare. Acest lucru se poate
face introducand tensiunile normale care se dezvolta, asa cum este aratat in figura 3.20, b.
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Partea ramasa in urma sectionarii, cea inferioara trebuie sa fie in echilibru sub actiunea fortei
P si a fortelor generate de tensiuni: P,; = 6,dy §1 Py = Guda, unde A, A, reprezintd aria sectiunii
tubului de otel, respectiv cea a barei de aluminiu. Singura ecuatie de echilibru a aspectului static al
problemei ce se poate scrie este:

(>F,):P=P,—P,=0

Se constatd cd avem o ecuatie cu doud necunoscute P, si P, deci sistemul este static
nedeterminat. In aceasti situatie trebuie si adiugam inci o ecuatie proveniti din deformatia
structurii. Deoarece tubul de otel si bara de aluminiu sunt montate intre doud placi considerate
rigide, deformatia celor doud elemente trebuie sa fie identicd. Deformarea unei bare sub actiunea
unei forte axiale este data de formula (3.15). in cazul analizat se poate scrie:

Pl P
E, Ay EuA,’
sau
P Pl

= din care rezultd P, = 1,86P,.
2,05-10° -%(1002 -80%) 0.62-10° -%-802

Aceasta ecuatie, impreund cu ecuatia staticd, formeaza un sistem de ecuatii prin rezolvarea
cdruia se obtine: P, = 0,35P si P,,= 0,65P.

Deoarece P = 400 kN, P, = 140kN, iar P,, = 260 kN. Tensiunile cdutate se obtin mpartind
valoarea fortelor la aria fiecarui material:

3
=239N/mm% o = & =92 N/mm’.

ot

%802 %(1002 ~80)

_120-10°

al

P.3.12. Bara ABC este consideratd de rigiditate infinitd §i orizontald Inainte ca forta
P =80 kN sa fie aplicata (fig. 3.21, a). Barele care formeaza structura sunt articulate intre ele si
fatd de corpul de referintd. Bara EB este din cupru (E,, = 1,15-10° N/mm?) si are aria sectiunii
transversale A, = 516 mm?, iar bara CD este din otel (Ey = 2,05-10° N/mm?) si are sectiunca
Ay = 322 mm®. Si se determine tensiunile din cele doud bare si alungirea barei de otel. Se va
neglija greutatea barei ABC.

Pentru a putea scrie ecuatiile aspectului static al problemei trebuie mai ntai sa izolam bara ABC,
inlocuind legaturile prin forte de legatura si eforturi sectionale, asa cu se poate vedea in figura 3.21,
b. Se constatd ca sistemul de forte ce actioneaza asupra barei ABC este un sistem coplanar, deci
conditia de echilibru se exprima prin trei ecuatii, doua de proiectie si una de moment:

(ZFO): Hy=0
(3F,): Vs+Noy+Ny—P=0
(>M,): =Nu2-Ny4+P3=0

Ultimele doua ecuatii contin trei necunoscute: sistemul este static nedeterminat. Pentru
suplimentarea numarului de ecuatii se apeleazd la aspectul geometric. Deoarece bara ABC este
perfect rigida singura posibilitate de miscare este rotirea in jurul articulatiei A. Linia intreruptd din
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figura 3.21, ¢ indicd pozitia finald a barei 4BC dupa aplicarea fortai P. Din asemanarea
triunghiurilor ABB; si ACC| se poate scrie:

AZL'L[ _ AZ()t
2 4
> §-? D
E
g =) NL‘u NOt
a s '
A B 4 C H,
— |
I
2m I m 1m 2m Im Im
P Vi P

a) X b)

§>(xil Al v B ¢

"""" 7r...A10t !
Bl .......... :
&
C

2m . 2m

c)
Fig. 3.21.

unde Al si Al, reprezintd alungirile barei de cupru, respectiv de otel. Ecuatia de natura
geometrica va fi: 2 Al,, = Al
Folosind ecuatia datd de aspectul fizic (3.15) se pot determina Al §i Aly:

2-N,-15-10° N -2-10°
LI5-10°-516  2,05-10°-322

, de unde N, = 0,6N,,

Aceasta egalitate si ecuatia a treia a aspectului static formeazd un sistem care permite
determinarea eforturilor din cele doua bare:

2:0,6:-N, + 4-N,, = 3-P, adica N,, = 0,577P si, apoi, N, = 0,346P.

Tensiunile din cele doud bare sunt date de relatia (3.9):

3 3
_OST7-80-10° iy o - 034680107 o0 o

(e}
o 322 516

Alungirea barei de otel este:
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_N,l, 0,577-80000-2000

Al ot” ot
2,05-10° 322

ot — 1,4 mm
E A

ot*~ot

Alungirea barei de cupru va fi de doua ori mai mica, adica A/, = 0,7 mm.

P.3.13. Bara din figura 3.22 este din cupru, are sectiunea constanta si este legata rigid de doi
pereti, asa cum este aritat. Ea are lungimea 1,5 m si aria sectiunii 1613 mm?. Bara a fost montati
la temperatura 20°C. Sa se determine tensiunea din bard dacad temperatura creste cu 50°C. Se va
considera E = 1,15-105 N/mm? si coeficientul de dilatare liniara oo = 16,5-10’6 /°C.

Daca bara ar avea unul din capete liber atunci datorita cresterii
temperaturii ea va suferi o alungire ce se calculeaza cu relatia

-

“ Al= Q'At'l,

< L.5m in care Af reprezinti variatia de temperaturi. in cazul studiat
Al=16,5-10"%50-1500 = 1,24 mm.
Fig. 3. 22. In realitate bara are deplasdrile impiedicate, din cauza peretilor,

fapt ce face ca in ea sd apara o tensiune de compresiune echivalenta
unei scurtdri A/ = 1,24 mm. Folosind formula (3.15) se poate determina mai intai forta axiala N
corespunzatoare lui Al:
N -1500

Al = ﬂ sau 1,24 =—————  de unde N = 153,343 kN.
EA L,15-10° -1613

Tensiunea in bard va fi 6 = N/4 = 153343/1613 = 95 N/mm”.

P.3.14. Bara ABC este perfect rigida si articulata in 4. De ea sunt legate, tot prin articulatii,
bara BE din cupru si bara CD din otel (fig. 3.23, a). Intreg sistemul nu are tensiuni de monataj, iar
greutatea barei ABC se neglijeazd. Temperatura barei BE este diminuata cu 10°C, iar cea a barei
CD este majoratd cu 30°C. Neglijand orice posibilitate de flambaj lateral sa se determine tensiunile
in barele BE si CD. Pentru BE, care este din cupru, £, = 1,15-10° N/mm? $1 Oy = 16,5-10“6 /°C, iar
pentru CD, care este din aluminiu, £, = 0,62-10° N/mm” si o, = 23,6-10° /°C. Aria sectiunii
transversale pentru BE este 4., = 650 mm?, iar pentru CD, A, = 1300 mm?.
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Fig. 3.23.

Datorita variatiei de temperatura, bara BE se va scurta, iar bara CD se va alungi, astfel Incat
eforturile in cele doud bare au sensurile indicate In figura 3.23, b. Ecuatia de echilibru static care
va contine cele doua eforturi NV, i N, este o ecuatie de moment in raport cu articulatia 4:

(XM,): Nuyl-Ng25=0
Deoarece bara ABC este perfect rigidd si ea se poate roti in jurul punctului 4, intre
Al

cu al

. - . . Al R e
deforma;ule celor doud bare se poate scrie relapa: T = r in care Al reprezintd scurtarea

s

barei BE, iar Al,, alungirea barei CD. Modificarea totald a lungimii barei BE se datoreste variatiei
de temperatura si efortului sectional N,,:

al Zul

E A

cu““eu al““al

Inlocuind numeric in relatia de natura geometrica se obtine:

NI
Al, =a,At, I, +—" . Lafelsiin cazul barei CD: Al, = o At [, +

cu”cu

N,, -1000
1,15-10° - 650

N,, -1200

=23,6-107°-30-1200 + —*“———
0,62-10° -1300

2,5{16,5 107 -(~10)-1000 +
sau
0,334N,,,— 0,149N,, = 10146,

Rezolvand sistemul format din aceastd ecuatie si ecuatia aspectului static se determind
eforturile sectionale provocate de variati de temperatura: N, = 36975 N, N,; = 14790 N. Cu aceste
valori tensiunile din temperatura in cele doud bare sunt: o, = 58 N/mmz, =12 N/mm?.

Probleme suplimentare

P.3.15. Grinda cu zdbrele din figura 3.24
este solicitata de forta P = 60 kN. Toate barele
sunt confectionate din otel S235 care are limita
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de elasticitate minima R, = 235 N/mm”. Pentru un coeficient de siguranti ¢ = 1,6 s se determine
aria necesara pentru barele AD si BC.

P.3.16. O bara de otel are sectiunea A =100 mm’ si este solicitatd axial de un sistem de
forte asa cum este aratat in figura 3.25.. S se determine alungirea totald a barei. Pentru otel E =
2,05-10°N/mm’.

P.3.17. O placa plana din otel de forma trapezoidala are grosimea constanta si egala cu 13 mm

15000 N 4000 N

10 000 N 1000 N
00mm| 300 mm 400 mm

Fig. 3.25.

(fig. 3.26) si este solicitata axial de o fortd de 40 000 N. Sa se determine alungirea totald a placii.
Pentru otel £ = 2,05-10° N/mm”.

/___..-—

44000N | 44000 N
i %
N
< 460 mm N
Fig. 3.26.

P.3.18. Grinda cu zabrele din figura 3.27 este solicitata de doua forte F = 17 kN aplicate dupa
diagonala grinzii. Toate barele sunt din otel cu £ = 2,05-10° N/mm” si au aceeasi sectiune
A =520 mm’. Si se determine cresterea distantei dintre nodurile 4 si C in functie de lungimea /.

S
D C
Q

\/ A
- 18 kKN

. o

= \

B\ i S— \

) v = 2

/ B 200 mm 500 mm
< L >
F
Fig. 3.27. Fig. 3.28.
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P.3.19. O bari avand aria sectiunii egald cu 1290 mm? este incastratd intre doi pereti rigizi si
actionata de o fortd axiald de 18 kN, asa cum se poate vedea in figura 3.28. Sa se determine
reactiunile peretilor si alungirea portiunii din dreapta fortei. Se va considera £ = 2,05-10° N/mm®,

o WIJ’//{{«

N \\\
s
Fig. 3.29.

P.3.20. O platbanda de cupru este montata intre doud platbande de otel prin intermediul a doud
placi perfect rigide, asa cum este prezentat in figura 3.29. Ansamblul este solicitat axial de o fortd
P. Toate cele trei platbande au ldtimea de 100 mm. Platbandele din otel au grosimea de 6,5 mm,
iar platbanda de cupru 20 mm. Stiind ci pentru otel R,, = 560 N/mm? si £ = 2,05-10° N/mm’, iar
pentru cupru, R,, = 200 N/mm® si £ = 1,15 N/mm’, si se determine valoarea maximi a fortei P pe

20 000 N

Fig. 3.30. Fig. 3.31.

care o poate suporta ansamblul dacd se considerd un coeficient de siguranta ¢ = 2.

P.3.21. Trei bare articulate intre ele sunt solicitate de o forta verticala de 20 000 N (fig. 3.30).
Barele sunt montate fird tensiuni initiale, inainte de aplicarea fortei in A. Incarcare este aplicatd
lent si in acelasi timp temperatura barelor este majoratd cu 15°C. S se determine tensiunile in
bare. Barele AB si AD sunt din cupru si au aria sectiunii transversale 260 mm?, iar bara AC este din
otel si are aria sectiunii 200 mm?. Pentru otel £ = 2,05-10° N/mm? si oo = 11-107° /°C, iar pentru
cupru £ = 1,15-10° N/mm® si a.= 16,5-107° /°C.

P.3.22. La montajul barelor din figura 3.31 s-a constatat cd punctele 4 si C nu coincid,
distanta pe verticala dintre ele fiind A. Asamblarea se efectueaza fortat astfel incat punctele 4 si C

sd coincida. Sa se determine eforturile sectionale in bare provocate de eroarea de fabricatie. Toate
barele sunt din acelasi material §i au aceeasi sectiune.
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Fig. 3.32.

P.3.23. Bara BCD, perfect rigida, este sustinuta de doua cabluri, asa cum se vede in figura
3.32. Cele doua cabluri sunt montate fara tensiuni initiale. Se neglijeaza greutatile proprii, iar cele
doud cabluri au aceeasi sectiune 4 si acelasi modul de elasticitate £. Sd se determine tensiunile in
fiecare cablu dupa aplicarea fortei P.
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3.2. FORFECAREA SIMPLA A BARELOR DREPTE

S-a véazut (parag. 2.2) ca intre momentul Incovoietor si forta taietoare exista
.dM - y .
relatia E:T ceea ce face ca solicitarea de forfecare sa fie insotitd de

incovoiere, forfecarea purd apardnd numai intr-o singurd sectiune, acolo unde
momentul Incovoietor este nul.

Se considera cd o bara este solicitata la forfecare simpla atunci cand forfecarea
este solicitarea predominantd a barei. Se poate face aceastd ipotezd in cazul
pieselor la care se constata ca ruperea sau deformatiilor mari, permanente, apar
datorita forfecarii, ca de exemplu bara din figura 3.33, a asupra céreia actioneaza

T
T | l
I S 4
T
a) b)

Fig. 3.33.

doua cutite normale pe axa sa. Fortele de actionare a cutitelor, notate cu 7, sunt
egale cu forta tdietoare ce apare in sectiunea din bard determinatd de planul
cutitelor. In cazul in care fortele 7 depisesc o anumita limitd bara este forfecati
complet. Materialul din care este confectionatd bara se opune tendintei de
forfecare ceea ce Inseamna ca in sectiune apar tensiuni tangentiale t (fig. 3.33, b).
Conform principiului dualitatii tensiunilor tangentiale, in planele normale pe
sectiunea de forfecare apar tensiuni tangentiale egale cu cele din sectiune si
simetric orientate fatd de muchia comuna (fig. 3.33, ). Pe fetele exterioare ale
barei tensiunile tangentiale sunt nule, deoarece pe aceste fete nu actioneaza forte
tangentiale la suprafata barei. Rezultd cd in sectiunea de forfecare tensiunile
tangentiale T nu sunt distribuite uniform. in cazul pieselor la care sectiunea de
forfecare este mica si in general pentru elementele de imbinare (nituri, buloane,
pene, cordoane de sudurd etc.) se considera cd tensiunile tangentiale au o

81



SOLICITARI SIMPLE

distributie uniforma pe sectiune. In aceasta situatie se poate considera, intr-un
calcul aproximativ, cd valoarea tensiunii tangentiale este:

unde 7 este forta tdietoare din sectiune si 4 este aria sectiunii de forfecare.

3.2.1. Calculul imbinarilor prin nituri ale barelor solicitate
la eforturi axiale

Niturile sunt elemente de prindere, folosite la asamblarea a doud sau mai
multe placi metalice denumite platbande, asa cum se poate vedea in figura 3.34.
Aceste elemente de asamblare sunt bare mici cu sectiune circulard, avand un cap
aproximativ semisferic si o tiji usor tronconicd (fig. 3.34). Dupd ce au fost
incalzite la ,,rosu aprins”, ele sunt introduse in gaurile — care au aproximativ
acelasi diametru — facute in piesele care urmeaza sa fie asamblate (in general

N, ~
t—t | N3
E: \1 —
N _ "L L 2
5 1= &
= d > e
Fig. 3.34.

platbande). Cu ajutorul a doua piese groase denumite buterola si contra-buterola si
a unui ciocan pneumatic se formeaza celalalt cap. Dupa racire, nitul, datorita
contractiei, strange intre ele piesele asamblate in dreptul gaurilor in care a fost
montat. Ca urmare a faptului ca piesele imbinate sunt solicitate axial, se produce o
interactiune intre peretii gaurilor §i tija nitului, pe toatd suprafata acestora (fig.
3.35, a). Ca urmare tija nitului este solicitatd atat la incovoiere, cat si la forfecare
(fig. 3.35, b), sectiunea cea mai periculoasa fiind in planul de separatie al pieselor
ce au fost asamblate prin intermediul nitului.

Calculul de rezistenta al nitului consta intr-o predimensionare constructiva si
verificarea capacitatii lui portante.

Predimensionarea constd in alegerea diametrului nitului (dintre dimensiunile
standardizate), ea facdndu-se empiric n functie de grosimea pieselor care se
asambleazd (a pieselor de strins). In tabelul 3.3 sunt date recomandarile
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de B-B
2 A s :
—S | N - =+~ S £
" Vs — T 3T = =
u Vf; B U B ‘ G.vtr
a) b) ©)

Fig. 3.35.

standardului STAS 763 — 66 referitoare la alegerea diametrului nitului.

Neglijand frecarea care apare dupa asamblarea prin nituire a pieselor, se
considera ca niturile cedeaza fie prin forfecare in sectiunea B—B (fig. 3.35, b), fie
prin strivire (fig. 3.35, ¢).

Tabelul 3.3.
Grosimea minima a
pieselor de strans s [mm] <5 5-9 7-11 10-14 | 13-19 >20
Diametrul nitului d [mm] 11 14 17 20 23 26 29

Deoarece diametrul nitului este relativ mic, se considerd ca in sectiunea de
forfecare tensiunile tangentiale au o distributie uniforma. Rezistenta nitului la
forfecare, adica forta de forfecare capabild a lui, se determina cu relatia:

2
g _m (3.28)

nit 4 a

in care: d este diametrul nitului, i — numarul sectiunilor de forfecare (in cazul
imbindrii din figura 3.34, i = 2, iar in cazul imbinarii din figura 3.35, a, i = 1),
1,~0,80, — rezistenta admisibila la forfecare.

Pentru solicitarea de strivire, se convine ca forta maxima pe care o poate transmite
un nit, adica rezistenta lui la strivire, pentru ca materialul sd nu se striveascd, in ipoteza
unei distributii uniforme a acesteia pe suprafata diametrala a nitului (fig. 3.45, ¢), este:

R"=d-g-c" (3.29)

nit
unde g este grosimea minima insumatd a pieselor asamblate care lucreaza in
acelasi sens (pentru imbinarea din figura 3.34, s; + s, > g= min [s| + 52, 53], iarc’”
este rezistenta la strivire a materialului nitului care poate fi luatic’” = 2c,.
Rezistenta nitului se defineste astfel:

Ru:=min [R’, ; R"]. (3.30)

nit > nit
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A O

A\ 4

Fig. 3.36.

Calculul imbindrilor prin nituri constd, in afara determinarii diametrului
acestora, In determinarea numarului necesar de nituri. Presupunand o incéarcare
uniformd a tuturor niturilor, numarul de nituri n se determina cu relatia:

> Ncap (3 31)
n>—= .
R

nit
unde N, este efortul capabil al pieselor imbinate.

Distantele minime dintre niturile unei Tmbindri solicitatd la intindere sunt
standardizate. De exemplu, pentru imbinarea din figura 3.36 distantele prevazute
sunt: e = 3d; e; = 2d; e = 1,5d.

3.2.2. Calculul imbinarilor prin sudura

Sudarea prin topire a doud piese metalice se realizeazd prin topirea
materialului acestora (numit material de bazd) In zona unde se realizeaza
imbinarea si topirea unui material suplimentar (numit material de adaos). Caldura
necesara topirii este furnizatd de un arc electric format intre un electrod (care
constituie materialul de adaos) si piesele de imbinat. Prin topire intre piese se
realizeazd o baie de material topit care, in urma racirii, se transforma, prin
cristalizare, intr-o cusdtura sudata (cordon de sudura).

Dupa pozitia cordoanelor de sudura fatd de sensul fortei care le solicita se
disting: cordoane laterale si cordoane frontale (fig. 3.37, a).

Elementele de calcul ale unui cordon de sudura sunt: grosimea a si lungimea /
=["—2a, unde I' reprezintd lungimea reald a cordonului de sudura (se considera
ca la fiecare capat al cordonului, grosimea acestuia nu este egald cu a ca urmare a
amorsarii, respectiv stingerii arcului electric si deci pe aceastd lungime cordonul
nu prea sarcind).

Pentru sudura de colt grosimea sudurii este a conform cu figura 3.37, b si ea poate
fi cel mult a = 0,7g, unde g este cea mai mica grosime a pieselor care se sudeaza.
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N N\

Cordon frontal

Cordon lateral
a) b)
Fig. 3.37.

Cordonul de sudura este solicitat la forfecare si sectiunea minima este cea
determinatd de grosimea a si lungimea de calcul / a acestuia (zona hasurata
reprezentatd in fig. 3.37, b). Rezistenta unui astfel de cordon de sudura este:

R, =a: Zs ’ szud 2 Ncapa (3.32)

unde 9 = 0,650, reprezinti rezistenta la forfecare a cordonului de suduri, iar
N¢qp este efortul sectional axial capabil pe care imbinarea il preia.

Conditia (3.32) se poate folosi pentru dimensionarea cordonului de sudura
numai daca cele doud necunoscute, a si /; se exprimd in functie de un singur
parametru. De obicei, se alege a€ [0,3mm; 0,7g] (unde g = min [s1; 2], 51 §i 52 fiind
grosimile pieselor care se sudeaza) si din conditia (3.32) se calculeaza lungimea /.

Lungimea reald a cordonului de sudura /! se determina cu relatia:

I'=1,+2a, (3.33)

deoarece se considera c4, la capete, cordonul de sudura nu are grosimea nominald a,
din cauza ,,arderii” materialului.

Probleme rezolvate

P.3.24. Un singur nit este folosit pentru solidarizarea a doua platbande asa cum este aratat in
figura 3.38. Dacd diametrul nitului este d = 20 mm, iar forta F = 38 kN si se determine tensiunea
de forfecare.

Valoarea tensiunii de forfecare se calculeaza cu formula (3.27) 1= T /A, in care T=F, iar A este
aria sectiunii nitul. Rezulta:
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= 370020 =118 N/mm’. -

20 F A
e — ; ] F

4 l :
Deoarece tensiunea tangentiald admisibila este

1, = 0,80, = 0,8:150 = 120 N/mm?, se constatd ci Fig. 3.38.

nitul nu se va distruge prin forfecare deoarece

tensiunea tangentialdi maxima care se dezvolti T = 118 N/mm?® este mai mici decit tensiunea

admisibila.

T

P.3.25. In figura 3.39 este prezentat un aparat utilizat la determinarea rezistentei la forfecare a
epruvetelor cilindrice. Epruveta cilindricd confectionatd din metalul pentru care se determina
rezistenta la forfecare este prinsa intre placile 4,4, si B\ B,. Asupra ei se aplicd o fortd P prin
intermediul placii C. Sa se determine forta P
necesara forfecarii unei epruvete cu diametrul P P
d = 20 mm, confectionatd dintr-un material a carui 11l l l l 11 1 l 1 1 l 1 l
tensiune  de  forfecare  admisibila  este
Ty = 90 N/mm?®. A B ¢ zzhd

Avand in vedere ca numarul sectiunilor de

Fan
forfecare este i = 2, aplicAnd formula (3.28) forta Al]; hd
necesara forfecarii epruvetei este: . 2

[ 1 [ ]
. 20’ ‘ )
PZTMP :A'Z'T“ = 4 290:56550N F|g 339

P.3.26. Barele BD si CD (fig. 3.40, a), alcatuite din cate doud platbande din otel, sunt
solicitate de forta P = 180 kN. Otelul din care sunt confectionate platbandele are rezistenta
admisibild o, = 150 N/mm® si £ = 2,05-10° N/mm”. Prinderea platbandelor se face prin nituri. Sa
se dimensioneze barele pentru # = 10b si s se determine numarul necesar de nituri.

Sistemul din figura 3.40, a este simetric, atdt geometric cat $i mecanic. Din aceastd cauzi
eforturile sectionale in cele doud bare sunt egale. Din izolarea nodului D si din ecuatia de proiectie
a tuturor fortelor pe verticald se obtine:

P 180
2¢0s60°  2cos60°

=180 kN.

Ngp =Nep
Barele fiind solicitate la intindere pentru dimensionare se foloseste relatia (3.10). Se
calculeaza mai intai aria necesara:

_P__ 180000

=1200 mm’.
"o, 150

Deoarece fiecare bara este alcatuitd din doud platbande Ag,, = 2bA si fiindcd s-a adoptat
h = 10b, rezultd Ay, = 20b°. Prinderea platbandelor facandu-se prin nituri, sectiunile barelor au
slabiri fapt pentru care Agm = 1,15 4., egalitate din care rezulta valoarea lui b:

b 1,15-1200 —83mm
20
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Se adoptda » = 9 mm si 2 = 10b = 90 mm. Pentru verificarea corectitudinii calculelor se

guseu —
E S
d1(D-
P b S b
a) b)

Fig. 3.40.

foloseste relatia (3.11) in care aria neta efectiva a barei este Af" =2b(h—-d), d reprezentand
diametrul nitului. Pentru determinarea lui d se foloseste tabelul 3.3 alegandu-se d = 20 mm.
Rezulta 47 =2-9-(90—20) = 1260 mm’. Conditia de verificare (3.11)

s _ 180000
Gfmx =
1260
este indeplinita.
Pentru determinarea numarului de nituri necesar se calculeazd mai intai rezistenta nitului la
forfecare cu (3.28) si la strivire cu (3.29). Se obtine:

=143 N/mm’ < &, = 150 N/mm?

2
R/ :%.2.(0,3.150) =75398 N,

nit
deoarece nitul are doua sectiuni de forfecare;

R =20-10-(2-150) = 60000 N

nit
deoarece s-a adoptat o grosime a guseului s =5+ 1 mm = 10 mm.
Numarul de nituri se determina astfel:
N, ©,47 150-1260
R R 60000

nz =315.

nit nit

Se adopta n = 4 nituri.
P.3.27. O roata de curea este fixata pe un arbore de diametru d = 40 mm prin intermediul unei
pene longitudinale agsa cum se poate vedea in figura 3.41. Fortele F) si F5, din cele doud ramuri

ale curelei, dezvolta un moment de torsiune M, = 1 kNm. Pana are dimensiunile in sectiune
6 mm x 8 mm, iar lungimea de 80 mm. Sa se afle tensiunile de forfecare si de strivire din pana.
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Fig. 3.41.

Datorita momentului de torsiune M, asupra penei actioneaza o forta distribuitd a carei
rezultanta este
_2M,  2-10°

T = = 50000 N.
d 40

Aceasta fortd solicita pana la forfecare si la strivire. Aria sectiunii de forfecare este
(v. fig. 3.42) A;=6-80=480 mm” si, in consecintd, tensiunea de forfecare va avea valoarea:
T 50000

T=—=""""=104 N/mm>
480

Deoarece suprafata minima pe care se distribuie forta produsa de momentul M, este
A, =3,5-80 = 280 mm?’ tensiunea de strivire din pana are valoarea

o= I _ 50000 179 N/mm>
A 280

s

Suprafata minima de strivire

Suprafata de forfecare

Fig. 3.42.

P.3.28. Doua placi sunt solidarizate prin intermediul a doua cordoane de sudura asa cum se
poate vedea in figura 3.43. Forta F' = 160 kN se considera ca este aplicata la jumatatea distantei
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dintre cordoanele de sudurd. Sa se dimensioneze cordoanele de sudurd. Se va considera
6, =150 N/mm®.

\45°

& R

210

Fig. 3.43.
Deoarece forta F este aplicatd la jumatatea distantei dintre cordoanele de sudura, acestea vor fi
solicitate in mod egal cu forta:

N=£=@=80kN,
2 2

si, In consecinta, vor avea aceeasi lungime.

Pentru calculul dimensiunilor cordoanelor de sudurd se alege a = 0,7g = 0,7-10 = 7 mm,
deoarece g = min [10; 12] = 10 mm (v. fig. 3.43). Lungimea cordonului de sudura se determina cu
relatia (3.32):

N 80000

I, = = =117 mm.
a-t™  7-(0,65-150)

a

Lungimea reald a cordoanelor de sudura conform (3.33) este:
I'=117+27=131 mm.

P.3.29. Barele unei grinzi cu zabrele sunt alcatuite din cite doud corniere cu bratele inegale.
Prinderea barelor la noduri se face prin sudurd. in bara cea mai solicitatd efortul axial este
N =140 kN. Sa se dimensioneze aceasta bara si sa se calculeze prinderea. Rezistenta admisibilad a
materialului din care sunt confectionate cornierele este 6, = 150 N/mm?>.

Bara este solicitata la intindere fapt pentru care dimensionarea se face cu formula (3.10):

N 140000

nec —
1

(¢

a

= 933,33 mm*= Ay, = 2-Aeorn-

Aria necesara pentru o singurd corniera este 4., = 933,33/2 = 466,67 mm’. Se alege o corniera
L 40x60x5 care are aria sectiunii 4, = 479 mm? si e = 19,6 mm. Conditia de verificare (3.11)
o _ 140000

ol = =146 N/mm’ < G,,.
" 2.479

este indeplinita.
La noduri, efortul axial din fiecare bara este preluat de guseu prin intermediul cordoanelor de
sudurd, dupd cum se poate vedea in figura 3.44, a. Ca masurd suplimentard de sigurantd calculul
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prinderii prin suduré se face cu efortul capabil N, = A%5,=2-479 - 150 = 143700 N in loc de
efortul N = 140000 N. Valorile eforturilor N; si N,, preluate de cordoanele de sudura, se determina
din conditia ca intr-un punct de pe axa cornierei torsorul celor doua eforturi sa fie echivalent cu o
singura fortd dirijatd dupa axa, de marime egald cu N,,,/2 si de sens contrar cu aceasta. Aceastad
conditie conduce la urmatoarele ecuatii:

: jIs1
N _
( _1=_ °
] & ! 7T
[ | ¢
R ) e i i
' lNcag Neap i MNeap
2 2 2 b
II|
E— ! ~
N
ﬁg — |z
s
2
a) b)
Fig. 3.44.
NL'(Z])
N, +N, = 5
N, -e—=N,(b-e)=0
din care rezulta:
N, _ _
N, = ap D—e _ 143700 ' 60-19,6 _ 48379 N:

2 b 2 60

_ N, e 143700 19,6

) = =23471 N,
26 2 60

Cu relatia (3.32) se poate determina lungimea fiecérui cordon de sudura.
Pentru primul cordon de sudurd se alege a; = 0,7-8 = 5,6 mm deoarece g = min [J,; a] =
= [8; 40] = 8 mm (vezi fig. 3.50,b). Lungimea cordonului de sudura este:

N, 48379

1 = =
at 56-(0,65-150)

1s

= 88,6 mm.

Lungimea reald a primului cordon de sudura conform (3.33) este:

I, = 88,6 +2:5,6 ~ 100 mm.
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Analog, pentru cordonul doi de sudura se alege a; = 0,7-5 = 3,5 mm deoarece g = min [J,; ] =
=[8; 5] =5 mm (vezi fig. 3.44, b). Rezulta:

p Ny 23471
" gt 3,5-(0,65-150)

= 68,8 mm.

Lungimea reald a cordonului de sudura conform (3.33)
este:

I, = 68,8 +23,5~76 mm.

P.3.30. in cadrul constructilor metalice pentru
transmiterea solicitarilor structurilor orizontale la cele
verticale se folosesc cleme metalice de forma celei
prezentate in figura 3.45. Cunoscand ca cele doua nituri au
diametrul d = 14 mm si rezistenta admisibild o, = 150
N/mm’, si se determine forta maximi F care poate fi
preluatd si transmisd de clema metalica.

Se va considera ca planul fortei F se afla foarte apropiat
de planul de forfecare al niturilor. Forta maximd care poate

fi preluata de clema metalica este:

F< Ncap = n'Rnit:
in care n = 2 este numarul de nituri iar rezistenta unui nit R,; se determina cu relatia (3.30).
Rezistenta la forfecare a unui nit, conform (3.28):

R/ _ne14’

nit

1-(0,8-150) = 18472,6 N

deoarece fiecare nit are o singura sectiune de forfecare.
Grosimea clemei metalice fiind mai micd decét grosimea guseului, rezistenta la strivire a unui
nit, conform cu (3.29):
R =14-5-(2-150) =21000 N.

nit
Rezulta
R,;;=min[18472,6; 21000] = 18472,6 N.
Forta maxima pe care o poate transmite clema metalica este:

F=2-18472,6 =36945,2 N = 37 tf.

P.3.31. O bari din profil U10 (fig. 3.46) cu aria sectiunii transversale 4 = 1350 mm?, solicitata
de o fortd P = 200 kN, este sudatd de un guseu prin doud cordoane de sudura de lungime / =220 mm
si grosime @ = 5 mm. Si se verifice profilul si cordoanele de sudura dacd o, = 150 N/mm®.
Conditia de rezistentd a profilului U10 solicitat la tractiune este indeplinita pentru ca:

s _ P _ 200000

O max = :148N/mm2<0a: 150 N/mm2
A 1350
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Deoarece fiecare cordon de sudurd preia un efort egal cu P/2 tensiunea maxima tangentiald
(de forfecare) care se dezvolta in cordoanele de sudura este:

N B—
o
P
1 111
P ) " P
———— = - .'-_..-
UID"//‘F l 1IN
Fig. 3.46.
Tod = 200000 _ 90,9 N/mm®.
2-5-220

Cele doui cordoane de suduri sun corect dimensionate deoarece:

Toa = 90,9 N/mm”* < 1/ = 0,65-150 = 97,5 N/mm’.

Probleme suplimentare

P.3.32. Sa se verifice surubul imbinérii din figura 3.53, cu 6, = 150 N/mm?.

TP:?SkN TP

|

— L

g ]

I EARRERRRRER22E]

3333223223333

S . /S
i h
Fig. 3.47. Fig. 3.48.

P.3.33. O platbanda solicitatd axial cu forta P = 240 kN este prinsa de un guseu prin
intermediul a doud cordoane de sudura asa cum este prezentat in figura 3.48. Stiind ca raportul
dimensiunilor sectiunii este /b = 10 si ¢i o, = 150 N/mm?, si se dimensioneze platbanda si
cordoanele de sudura.
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3.3. CARACTERISTICILE GEOMETRICE
ALE SECTIUNILOR PLANE

Determinarea tensiunilor §i deformatiilor necesare calculelor de rezistenta la
bare implica cunoasterea unor caracteristici geometrice care depind de forma si
dimensiunile sectiunii transversale ale acestora, ca de exemplu: aria, centrul de
greutate, momente statice, momente de inertie, raze de inertie etc.

3.3.1. Momente statice

Pentru suprafata pland oarecare din figura 3.49, raportatd la sistemul de axe
rectangulare 0z, se alege un element de arie d4 in punctul P de coordonate (v, zi).

Momentele statice ale acestei suprafete fatd de axele O,z;, respectiv Oy, sunt
definite de expresiile:

2 S, =[ydd:s, =[zdd. (334)
h 0, (4) (4)
2 Deoarece coordonatele (yic, zic) [17]
= ale centrului de greutate C al suprafetei
z ™ 0=C . .. R
— considerate se determina cu relatiile:
= r
JyldA
_@ )
d4 z Zic Yic = 1
(3.35)
z] J.Z]dA
“4)
Vy \ yl ZlC = T’
Fig. 3.49. momentele statice se pot exprima si astfel:

S, =A-zc 5 S, =4y (336)

y

Sistemul de axe rectangulare yOz, cu originea in centrul de greutate al
suprafetei se numeste sistem central de axe, iar axele respective, axe centrale.

Momentele statice ale suprafetei considerate, in raport cu sistemul central de
axe yOz, sunt nule deoarece yc =z¢ = 0.
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3.3.2. Momente de inertie

Pentru aceeasi suprafatd oarecare (fig. 3.49) se definesc urmatoarele momente
de inertie geometrice:
— momentele de inertie in raport cu axa y, respectiv z:

I, = jzsz 1= Iysz, (3.37)
(4) (4)

denumite momente de inertie axiale;
— momentul de inertie centrifugal:

I = IzydA; (3.38)

zy
(4)
— momentul de inertie in raport cu punctul O:

I, = erdA. (3.39)
(4)

Deoarece 7 = y2 + 2% se deduce ci:
Io zly + L, (340)

relatie valabild oricare ar fi sistemul de referinta yOz.

Aceste momente de inertie geometrice au ca unitati de masura: [ /]=L"

Daca axele sistemului de referintd yOz trec prin centrul de greutate al
suprafetei atunci /, si I. se numesc momente de inertie axiale centrale.

3.3.2.1. Momentele de inertie axiale centrale ale unei suprafete circulare

Folosind coordonatele polare 7 si ¢, elementul de suprafatd este d4 = rdrde
(fig. 3.50). In acest caz momentul de inertie polar este:

5 , 2n D/23 TED4
10=(£)rdA=jjrdA=£d<p£rdr=?, (3.41)
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b
z 0
e e
~ : S
= ‘
vy
Fig.3.50. Fig. 3.51.

unde D este diametrul suprafetei circulare.
Deoarece axele Oz si Oy sunt axe de simetrie, existd relatia /, = /. si deci, in
baza egalitatii (3.40):

4
=1 %’:“éi . (3.42)

3.3.2.2. Momentele de inertie axiale centrale ale unei suprafete dreptunghiulare

Pentru calculul momentului de inertie axial /. al dreptunghiului din figura
3.51, la distanta y de axa Oz s-a luat un element de suprafata d4 = bdy. Aplicand a
doua relatie (3.37) rezulta:

+h!2 3 +h/2 bh3
L= [yda= [ybdy=p2 =21 (3.43)
(A4) —h/2 4 —h/2 12

Procedand analog in raport cu axa Oy (elementul de arie d4 fiind ales de
aceasta data paralel cu axa Oy), d4 = hdz, se obtine:

3
;b

=, 3.44
y 12 ( )

Deoarece axele Oy si Oz sunt axe de simetrie, prin extrapolarea proprietatilor
momentelor de inertie masice utilizate in mecanica teoretica, momentul de inertie
centrifugal /., = 0

95



SOLICITARI SIMPLE

3.3.3. Variatia momentelor de inertie la translatia axelor

Se considera suprafata oarecare 4 din figura 3.52 raportata la sistemul de axe
Oz care are originea 1n centrul de greutate al acesteia.

Se propune determinarea momentele de inertie axiale ale suprafetei
considerate in raport cu axele Oz, si Oy, , paralele cu axele Oz, respectiv Oy, in
functie de momentele de inertie ., I, si I.,, presupuse cunoscute.

S C
21
h 0 E
d | | %
= d ]
= v
z = O=C e C12
-~ ﬁz =2 ! C
By,
d4 d :
‘L O = 2l
Z] PR P F--n G
zZ3 .
\/ v :
Y ) i dﬂs
"y*y3
Fig. 3.52. Fig. 3.53.

Cu notatiile din figura 3.52 se poate scrie y1 =y +d_, i deci:

I = [yda=[(y+d. ) da= [y*da +2d_ [yda + d? [da
1) (4) (4) (4)

din care rezulta
I, =1, +Ad. (3.45)
deoarece _[ yd4 =8, =0, axa Oz fiind axa centrala .

(4)
Analog
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2
I, =1 +A4d,, . (3.406)
Pentru momentul de inertie centrifugal se poate scrie:

[zlyl = .[ylzldA = j(y + dzzl )(Z + dyyl )dA =
(4) (4)

= [yzdd+d_, [zdd+d,, [ydd+d,d. [d4
(4) (4) (4) (4)
si, deci:
I, =1,+4d,d_ (3.47)
Relatiile (3.45), (3.46) si (3.47) sunt utile la calculul momentelor de inertie ale

figurilor compuse. De exemplu pentru suprafata plana din figura 3.53 momentele
de inertie se determina cu relatiile:

+A4d2)

1 zz;

+A4d>) (3.48)

/yv

3
=2
1
3
=20,

3 .

= Z(I;iyi + Aidzzi dy}’i)

1

Se poate constata cd pentru suprafata din figura 3.53, momentele de inertie

centrifugale ale celor trei dreptunghiuri, in care aceasta a fost discretizata, sunt
nule, / .y, =0, deoarece axele Ciz; , Cjy; sunt axe de simetrie.

3.3.4. Variatia momentelor de inertie la rotatia axelor

Fie suprafata A si sistemul de axe yOz fatd de care se cunosc momentele de
inertie (fig. 3.54). Ne propunem sd determindim momentele de inertie fatd de
sistemul de axe y,0z; rotit cu unghiul a fata de sistemul de axe yOz. Se precizeaza
cd a € [0, 2] si are sensul pozitiv indicat in figura 3.54.

Fie P centrul de greutate al elementului de suprafatda d4, iar 7 vectorul lui de
pozitie. Deoarece:

’7:)’]—."'2];:)’1]_.14'21];1’
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intre coordonatele (y, z) si (y1, z1) exista relatiile:

21
=ypycoso+zsina
N = Yoo (3.49)
z, =—ysino+zcoso z m

In baza relatiilor (3.49) si (3.37) se poate scrie: A
I, = nydA = J.(ycosoc+zsina)2dA=
(4 (4)
:coszaIysz+sin2aJ.zsz+ZCosocsinaJ.yZdA, y
(4) (4) (4) 1 y
de unde rezulta: Fig. 3.5,
I, =1 cos’a+1,sin’a+2/ sinocosa,
sau:
I +1, I -1, .
I = ~+ =cos2a+ 1, sin2a (3.50)
! 2 2
Pentru axa Oy, se deduce in mod similar:
I.+1, I -1 .
I, = 5 L — 5 =cos2a— 1, sin2a (3.51)

Pentru momentul de inertie centrifugal se poate scrie:

I, = Iy121dA: J.(ycoscx+zsina)(—ysina+zcosa)dA:
() “)

:—sinoccosoc.[ysz +sinacosa.[zsz +cos’ aIyZdA —sin’ (xJ.ysz,

“ “ “) “

si deci
I, . I .

., =——=sin2o0+—sin2a+/_ cos2a,

Wi 2 2 -
sau

1. -1 .
I, =~ 5 *sin 20+ I, cos2a (3.52)
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Relatiile (3.50), (3.51) si (3.52) permit determinarea momentelor de inertie in
raport cu oricare pereche de axe rectangulare y,0z; in functie de L, I, L, si
unghiul a.

Se constatd ca momentele de inertie 7,/ .,/ sunt functii de (2a) si deci ele
vor putea avea si valori extreme, minime sau maxime.

De exemplu, pentru a determina valoarea unghiului o pentru care 7, si 1,

admit o valoare extrema, se deriveaza relatiile (3.50) si (3.51) in functie de 2a).

Se obtine:
d7, I, -1, .
—=— =sin2o.+/_ cos2a=1_,
d(20t) 2 2y N
(3.53)
ar, I.-1

Y o _
sin2a—1,, cos2o=—1,

dQ2a)

Din relatiile (3.53) se constata ca momentele de inertie axiale /_ si /, admit

valori extreme atunci cand momentul de inertie centrifugal 7, se anuleaza adica:

tan 20, = 7 = (3.54)

z y

Se constata ca pentru a € [0, 2n] relatia (3.54) admite doua solutii 20 §i 201 +T7.
Rezultd ca exista doud directii carora le corespund doua axe, perpendiculare
intre ele (conjugate), fata de care momentele de inertie axiale 7, si /, au valori

extreme, iar /, , = 0.

Axele fata de care momentul de inertie centrifugal este nul, iar momentele de
inertie axiale au valori extreme se numesc axe principale de inertie, iar
momentele de inertie axiale respective, momente de inertie axiale principale.

Valoarea momentelor de inertie principale se obtine inlocuind relatia(3.54) in
(3.50) si (3.51). Rezulta:

2
I +1, 1. -1
11: z }'+ (Z }'J +]zzy

2 2
(3.55)
2
L+, |(I-1

Din insumarea celor doud momente de inertie axiale principale /; si /> rezulta
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]1+12:IZ+Iy:IO (356)

care exprima invarianta sumei momentelor de inertie axiale la rotatia axelor.

Din relatiile (3.55) se constata ca /; > I, cu alte cuvinte /; este momentul de
inertie axial maxim, iar /, momentul de inertie minim.

Pentru a determina directiile axelor principale de inertie /, I/ se deriveaza de
doua ori relatia (3.51) in functie de (2a). Tindnd seama de (3.54) se obtine:

d’r,  I1.-1I
dQ2a)? 2

1.1, tan o,

2
j+lfy cos’ 2a, 7 (3.57)

zy

~cos2a+ [ sin20 = (

o . tan o
al carui semn este dat de raportul ¢

zy

. .. . .. tano
Pentru valoarea maxima /; trebuie indeplinitd conditia :

2
L, < 0 atunci tanoy >0 = o < /2 si deci prima directie principald este indicatd
de a, iar daca I, > 0 atunci tano < 0 = a > n/2, prima directie principald fiind
indicata de o+ /2.

Daca axele principale de inertie trec prin centrul de greutate al suprafetei
atunci ele se numesc axe centrale principale de inertie.

Din cele prezentate anterior rezultd ca dacd o suprafatd admite o axa de
simetrie atunci acea axa este axd centrald principald de inertie. Orice axa
perpendiculara pe o axa de simetrie este axad principald de inertie, iar daca axa
trece si prin centrul de greutate al sectiuni, atunci ea este axa centrald principalad
de inertie.

< 0adica, daca

Probleme rezolvate

P.3.34. Sa se determine momentul de inertie al unui triunghi oarecare in raport cu o axa care
coincide cu baza lui.

Sa raportdm triunghiul la un sistem de referintd asa cum este prezentat in figura 3.55.
Momentul de inertie al triunghiului in raport cu baza orizontal este:

I = Iysz.
4

La departarea y de bazd se considerd un element de suprafatd d4 = sdy. Din triunghiuri
asemenea se poate scrie s/b = (h —y )/h. Facand substitutiile necesare rezulta:

_h 2 b b t T T
L=y L= ndy=— hfy*dy—[y’dy =5
0 0 0
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Fig. 3.55. Fig. 3.56.

P.3.35. Pentru sectiunea din figura 3.56 sd se determine momentele de inertie axiale centrale
principale.

Deoarece axa y este axd de simetrie pentru sectiunea consideratd, ea este automat axa centrald
principala de inertie. Cum axa z este perpendiculard pe axa y si trece prin centrul de greutate al
sectiunii este si ea axd centrala principala de inertie. Pentru calculul momentelor de inertie I, si 1.
trebuie calculatd pozitia centrului de greutate al sectiunii adicd y.. Pentru aceasta se Tmparte
sectiunea in doud suprafete dreptunghiulare cu centrele de greutate in C), respectiv C,. in
conformitate cu notatiile din figura 3.56 rezulta:

2 A 412t (2t +61) _4
TS A T a2t 41k

Aplicand teorema lui Steiner privind variatia momentelor de inertie la translatia axelor,
exprimata de relatiile (3.48), rezulta:

z

3 3
I :{%+4t-12t-(4z)z}+{%+4t-12t-(41)2 =2176t*

3 3
I - (120° -4 | [@n*120] 00
: 12 12

Deoarece axele y si z sunt axe principale de inertie momentul de inertie centrifugal L, = 0.

P.3.36. Pentru sectiunea din figura 3.57 sd se determine momentele de inertie centrale
principale si directiile axelor principale de inertie.

Pentru calculul momentelor principale de inertie este necesard determinarea mai intdi a
momentelor de inertie /,, L. si I, In raport cu axele centrale z §i y ce trec prin centrul de greutate al
sectiunii.
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y
Fig. 3.57.

Se poate constata usor ca axele z si y sunt axe centrale deoarece centrul de greutate al sectiunii
este In punctul O.

Sectiunea se poate Tmparti in trei arii dreptunghiulare 1, 2 si 3 asa cum este ardtat in figura
3.57. In baza relatiilor (3.48) se obtine:

1, =2

z

1127 -(60-12)
12

3
+12-(60—12)-(60—6)2}{120l 12

}=5,101056~106mm4;

— 3 . 3 .
1, = 2-{W+(60—12)~12'(24+6)2}+{12 12120} = 1,275264-10° mm;

I, =12-(60-12)-(24+6)- (60— 6) +12-(60—12)-[- (24 + 6)]- [- (60 — 6)] = 1,86624 - 10° mm".

Momentele de inertie centrale principale se determina cu relatiile (3.55):

+(1,8662)* |-10°,

;= 5,101056 +1,275264 +\/[ 5,101056—1,275264}2
12— -
' 2 2

de unde rezulta:
I, = 5,860616-10°mm?*; L,=0,515704-10°mm".
Orientarea axelor principale de inertie se determina cu relatia (3.54):

2-1,86624-10°

= 0,9840588.
(5101056 —1,275264) - 10°

tan 2o, =
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Rezulta:
oo =44°17"; 134°17°.
Deoarece I, > 0 directia principala I este data de unghiul 134°17 pentru care tanc<O0.
Directiile principale de inertie sunt precizate In figura 3.57.

P.3.37. Sd se determine momentele de inertie centrale

et 3t t principale pentru sectiunea din figura 3.58.
E Sectiunea fiind simetricd in raport cu axa y centrul de
N‘ greutate se afld pe aceasta axd. Este necesar sa se determine
N numai yc. Pentru aceasta se considera sectiunea ca fiind
% alcdtuita din dreptunghiul mare cu centrul in C, din care se
scade dreptunghiul mic cu centrul in C,. Rezulta:
Z :
-t L 3 2t-5¢-12¢
; Voo = =25
lele ; © 5t-12t—3¢t-4t
A . L]
I P S - Aplicand relatiile (3.48) se obtine:
z C
5 3
I. = (120—5t+5t~12t~(2,5t—2t)2 -
- 12
O
3
- M+3t~4t~(2,5t)2 =644t",
S 12
»Y P C M P R
Fig. 3.58. ! 12 12

Momentul de inertie centrifugal I, este nul deoarece
axele z si y sunt axe centrale principale de inertie.

P.3.38. Sa se determine momentele de inertie fatd de axele Cy si Cz pentru sectiunea formata
din trei cercuri cu diametru d, dispuse ca in figura 3.59.

Centrul de greutate al sectiunii se afla pe axa y, axa de simetrie, la 2/3 de varful C; al
triunghiului C,C,C; si la 1/3 de baza lui.
Cu relatiile (3.48) se obtine:

2
4 2
nd® nd [gﬁdj N

+
64 4 (32

I =

+2 + ———d| |=—nd*,
2 64 4 (32 64

4 4 2 2
I _ +2[nd +nd (ij }=£nd4.

2
nd* ndz(lx/gJ 11

»y Y 64 64 4 (2 64
Fig. 3.59.
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Egalitatea celor doua momente de inertie axiale se explica prin faptul cé cele trei cercuri sunt
situate 1n pozitii identice fatd de trei axe centrale.

Probleme suplimentare

P.3.39. Pentru sectiunea din figura 3.60 sa se determine momentele de inertie centrale
principale.

o H
— 20,
A
A
()
O
[oe]
rrrrrrr o
N
T [
S
N
\4
| I
s
Fig. 3.60. Fig. 3.61.

P.3.40. Pentru sectiunea din figura 3.61 s se determine momentul de inertie 1n raport cu o axa
orizontala care trece prin centrul de greutate.

10

>

C
‘ =)
} ]
50 4
Vy
Fig. 3.62.

P.3.41. Pentru profilul cornier L 100 x 50 x 10, din figura 3.62, considerat ca format din
dreptunghiuri, sa se calculeze:

a) momentele de inertie 1n raport cu axele yCz ce trec prin centrul de greutate;

b) pozitia axelor principale si valoarea momentelor principale de inertie.
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3.4.INCOVOIEREA BARELOR DREPTE
CU SECTIUNE CONSTANTA

Incovoierea este solicitarea simpld a unei bare drepte sau a unei portiuni
dintr-o bara dreapta atunci cand in toate sectiunile transversale ale acesteia exista
numai efortul sectional M, sau M..

Deoarece intre momentul incovoietor M si forta taietoare 7 exista relatia de

dmMm . - . . . .
legatura e =T, (vezi par. 2.2), rezultd ca, atunci cAdnd momentul Incovoietor

variaza in lungul barei, in sectiunea acesteia exista si forta taietoare.

97 r F
E——=a \
[TTTTCET T

a) b)
Fig. 3.63.

Deci, o bard, sau o portiune dintr-o bard, este solicitatd numai la incovoiere,
adica la incovoiere purd, atunci cand momentul incovoietor este constant in
lungul barei (fig. 3.63).

In caz contrar, bara este solicitatd la incovoiere si forfecare, solicitare care
poartd numele de incovoiere simpla.

3.4.1. Incovoierea pura si dreapta

In cazul incovoierii pure si drepte, in toate sectiunile transversale ale barei
apare numai un moment care este dirijat dupa o axa principala de inertie, asa cum
se poate observa in figura 3.64 unde momentul incovoietor M, este dirijat dupa
axa Oz perpendiculard pe axa Oy care este axd de simetrie a sectiunii si deci axa
principala de inertie.
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3.4.1.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Considerand ca momentul incovoietor este orientat dupa axa Oz (fig. 3.64)
relatiile de echivalenta (1.29) sunt:

N = chdAzo; MXZJ.(TW'Z—‘CXZ‘)/)dAZO;

(4) »)

T.=[r,dd=0; M, =—[c, -2d4=0; (3.58)
(4) (A)

Tyzj.rxszzo; MZ:J.GX~ydA¢O.
(4) (A)

'
Fig.3.64.

Deoarece distributia tensiunilor pe sectiune nu se cunoaste se apeleazid la
aspectul geometric pentru a determina relatiile dintre deformatii si deplasari, in
baza ipotezei sectiunilor plane.

Pentru aceasta se vor trasa pe suprafata exterioard a barei nedeformate doua
curbe directoare ce reprezintd urmele a doud sectiuni drepte imaginare prin bara,
infinit apropiate si, intre ele, segmente paralele cu axa barei, reprezentdnd
elemente de lungime dx din fibrele de la suprafata exterioard a barei (fig. 3.65, a).

Dupa solicitarea barei cu momentele M la capetele ei (fig. 3.65, b) se constata
urmatoarele:
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a) Fibrele de lungime dx de la
exteriorul barei s-au deformat
diferit, astfel incat:

— fibrele a—a' si b-b'
situate de o parte si de alta a
barei raiman nedeformate;

— fibrele situate deasupra
dreptelor ab, respectiv a'b’ se
scurteaza, iar fibrele situate
sub acestea se alungesc;

— unghiurile drepte dintre
directia fibrelor si tangentele la
curbele  directoare, raman
drepte si dupa deformare.

Din cele prezentate rezulta:

€= f(¥0,20)%0; 7, =8(¥,2,) =0, (3.59)

unde (o, z9) sunt coordonatele unui punct de pe suprafata sectiunii drepte, situat
pe o curba directoare (deci la exteriorul barei), fata de un sistem de axe oarecare al
sectiunii.

b) In baza ipotezei lui Bernoulli, cele observate la exteriorul barei se extind
asupra fibrelor din interiorul elementului de bara de lungime dx (fig. 3.66):

— toate fibrele care au un capat pe dreapta ab si celalalt capat pe dreapta a'd’
raman nedeformate, lungimea lor fiind aceeasi si anume dx;

— o fibra m-n, situata la departarea y; de dreapta ab se alungeste proportional
cu aceasta departare;

— unghiurile drepte dintre directia fibrelor si planul sectiunii drepte rdman
drepte si dupa deformare.

Pe baza acestor concluzii, in conformitate cu notatiile din figura 3.66, se poate scrie:

S_W—%_(dxmcix)—dx_mx_ do

mn dx dx yldx

»no ; y=0, (3.60)

unde d¢ este unghiul cu care se rotesc, una fata de cealalta, doua sectiuni situate la
. . - d
departarea dx, in jurul unei axe paraleld cu dreapta ab; w= a(p se numeste

incovoiere specifica si reprezinta unghiul cu care se rotesc, una fatd de cealalta,
doua sectiuni situate la o departare egala cu unitatea. Pentru toate punctele unei
sectiuni ® = const.
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Fig. 3.66.

Aspectul fizic consta in legea simpld a lui Hooke exprimata de relatiile (3.4),
care in cazul de fata capata forma:

c=Fe=Fwy.;t1=Gy=0. (3.61)

Din a doua relatie (3.61) se deduce ca 1y, = 1. = 0, ceea ce conduce la
concluzia cd a doua, a treia i a patra egalitate din (3.58) se verifica.

Din prima relatie (3.61) rezulta ca in punctele situate pe dreapta ab pentru care
y1 =0, tensiunile normale o sunt nule.

Dreapta ab este numitd axa neutrd a sectiunii si este definitd sub unul din
urmdtoarele moduri :

— locul geometric al punctelor de pe sectiune care reprezinta capetele fibrelor
care nu se alungesc si nu se scurteaza,

— intersectia planului sectiunii dupa deformarea barei cu planul sectiunii
inainte de deformarea acesteia;

— succesiunea punctelor de pe sectiunea dreaptd a barei in care tensiunile ¢
sunt nule.

Suprafata abb'a’, generatd de axele neutre ale diferitelor sectiuni ale barei,
reprezintd suprafata neutrd a acesteia.

Inlocuind expresia lui o din (3.61) in prima egalitate din (3.58) se obtine:

N =Eo [yd4=0.
(4)

109



SOLICITARI SIMPLE

Integrala I y,d4 =S, reprezintd momentul static al sectiunii barei in raport cu
)
dreapta ab, deci in raport cu axa neutrd. Pentru ca S, = 0 trebuie ca axa neutrd sa
treacd prin centrul de greutate al sectiunii.
Inlocuind expresia lui o din (3.61) in a cincia egalitate din (3.58) se obtine:

M, =—Emjylsz=O.
(4)

Integrala J. v,zd4= I,, reprezintd momentul de inertie centrifugal al sectiunii
(4)
in raport cu axa neutrd si axa y. Pentru ca /,, = 0 axa neutrd trebuie sa fie
conjugatd cu axa y care este axd de simetrie a sectiunii (vezi ipoteza initiala).
Deoarece axa neutrd trebuie sa treacd prin centrul de greutate al sectiunii si in
acelasi timp s fie perpendiculard pe axa y, rezulta ca ea coincide cu axa z si deci y; =y.

W//\

An

)
=) ¢

e NG

Z
o=—
Yy 1, Y yy
Fig. 3.67.

In aceasti situatie, inlocuind expresia lui ¢ din (3.61) in ultima egalitate din
(3.58) se obtine:

M. =Eo [y,ydd = Eo [ y*d4 = Eol.,
(4) (4)

unde /; reprezintd momentul de inertie axial al sectiunii In raport cu axa Oz.
Tinand seama de prima relatie (3.61), rezulta:

M

Z

1

z

c= -y (3.62)

formuld care defineste repartitia tensiunilor o pe sectiunea unei bare solicitata la
incovoiere pura si care poartd numele de formula lui Navier.
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Din (3.62) se deduce cé tensiunea ¢ variaza liniar pe sectiune, proportional cu
departarea y fatd de axa neutra, care coincide cu axa z, fiind nula in punctele de pe
aceasta (fig.3.67).

3.4.1.2. Calculul de rezistenta
In conformitate cu formula lui Navier (3.62), pentru materialele care se

comportd identic la Intindere sau compresiune, punctul cel mai solicitat de pe
sectiune este punctul cel mai departat de axa neutra, axa z, unde:

c._ = |M_Z .|y — W_Z (3.63)
max [Z max WZ * *
In relatia (3.63)
w, =L (3.64)
1Y e

este modulul de rezistentd la incovoiere al sectiunii. El reprezintd o caracteristica
geometricd a sectiunii $i se masoara in unitati de lungime la puterea a treia (de
obicei in mm?®).

Conditia de rezistentd pentru intreaga bara se pune in punctul cel mai departat
de axa z in sectiunea n care momentul incovoietor este maxim, adica:

|MZI’T13.X
Cox =————<0,. (3.65)
w.

z

Relatia (3.65) poate fi folosita pentru:
— dimensionarea barei atunci cand se cunosc solicitarea, deci se cunoaste
valoarea lui M™, si materialul din care aceasta este confectionata, adica

rezistenta admisibild c,:

| max
Wnec _ z

, =
(o)

a

=, (3.66)

unde W reprezinta modulul de rezistentd la incovoiere necesar pentru ca bara

si reziste la momentul incovoietor M ™, iar W™ este modulul de rezistentd la
incovoiere In functie de dimensiunile sectiunii barei.
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— verificarea dimensiunilor sectiunii barei atunci cand se cunosc solicitarea,
forma si dimensiunile sectiunii barei precum si rezistenta admisibila:

ef‘ ‘Mzmax
O hax :WSGQ (367)

V4

unde W reprezinti modulul de rezistenti la incovoiere efectiv al sectiunii barei;
verificarea barei se va face dupa fiecare dimensionare, ca masura suplimentara de
siguranta in ceea ce priveste corectitudinea calculelor.

— determinarea efortului capabil, adica a momentului de incovoiere maxim
M™ atunci cand se cunosc forma si dimensiunile sectiunii barei precum si
rezistenta admisibila:

M| <M =0 W (3.68)

Daca momentul incovoietor este dirijat dupd axa y atunci in formulele
(3.63) + (3.68) M. se inlocuieste cu M,, I cu I,, iar | Vi

cu |Z .

max

3.4.2. incovoierea simpla si dreapta

Atunci cand in toate sectiunile barei existd pe langa efortul sectional M. si
forta tdietoare 7, bara este supusa la solicitarea de incovoiere simpla si dreapta.
Incovoierea simpla si dreapta este de fapt o solicitare compusi de incovoiere si
forfecare, in care Incovoierea este solicitarea predominanta. Acest tip de solicitare
se intalneste la barele lungi in raport cu dimensiunile sectiunii lor.

3.4.2.1. Distributia tensiunilor o si T pe sectiunea dreapta a barei

: . . . . h 1
Pentru bare la care lungimea / si inaltimea 4 indeplinesc conditia 7 SZ se

admite cd influenta fortei tdietoare, cu privire la dezvoltarea deformatiilor
specifice € este mica si ca poate fi neglijatd, ea manifestindu-se doar in cazul
deformatiilor specifice unghiulare.
In consecintd, distributia tensiunilor normale o pe sectiunea dreaptd, dati de
formula lui Navier, relatia (3.62), este valabila si In cazul incovoierii simple si drepte.
Pentru efectuarea calculului de rezistenta este necesar mai intai sa se studieze
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influenta fortei taietoare in ceea ce priveste
punctul cel mai solicitat de pe sectiune, ca si
punctul cel mai periculos din cuprinsul
intregii bare.

Influenta fortei taietoare cu privire la
tensiunile tangentiale t,, si 1. pe sectiunea
dreapta. Distributia tensiunilor tangentiale pe
sectiunea dreaptd a fost rezolvata de Jurawski
pentru cazul barelor ale caror sectiuni sunt
simetrice in raport cu axay (fig. 3.68).

Jurawski a considerat ca in toate punctele
barei situate la aceeasi distanta de axa
neutrd (axa z) tensiunile tangentiale ., sunt
egale.

Fig. 3.68.

In aceste conditii, izoland din bari un element de lungime dx (fig. 3.69) si
intersectand acest element cu un plan longitudinal ABB;A4,, paralel cu axa neutra a
sectiunii, se obtine elementul de volum ABCA,B,C, pe fetele caruia actioneaza

tensiunile indicate in figura 3.70.

Fig. 3.69.

In baza ipotezei lui Jurawski si a dualitatii tensiunilor tangentiale, pe fata
longitudinald ABB 4, a elementului tensiunile t,, (=
daca se neglijeaza cresterea acestora Ot odata cu cresterea lui x cu ox (fig. 3.70).
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Sub actiunea fortelor generate de tensiuni elementul de volum considerat
trebuie sd fie in echilibru. In consecinta, proiectand pe directia x toate fortele care
actioneaza asupra elementului ABCA,B,C), rezulta:

j (c+a—0-dxj-dA— jc-dA—rxy-b-dx=0, (3.69)

4B,C, Ox 4BC

in care b este latimea sectiunii la distanta y; de axa neutrd, adicd este latimea
sectiunii in punctul in care se calculeaza t,.

Fig. 3.70.

Deoarece formula lui Navier este valabila si in cazul incovoierii simple si
drepte, se poate scrie:
0o _ dM Y

=7 2, (3.70)
ox dx I, 1

z

In ecuatia (3.69) termenii asemenea se pot reduce pentru ci suprafetele (4BC)
si (41B1C)) sunt egale, si se poate simplifica cu dx, deoarece integrarea se face pe
suprafete din sectiunea dreaptd a barei. Dupa introducerea expresiei (3.70) in
(3.69) astfel prelucrata se obtine:

L [y-da-x, -b=0 (3.71)
Iz ABC
Se observa ca:
j y-d4d =81 =5 (3.72)

ABC
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este momentul static al suprafetei (4BC) in raport cu axa neutrd (axa z). inlocuind
(3.72) in (3.71) rezulta:

'[’ =T = Z i = N (373)

care este formula lui Jurawski, in care termenii au urmatoarele semnificatii:

T, — forta taietoare din sectiune, variaza numai cu x;

I, — momentul de inertie al sectiunii in raport cu axa z ( axa neutra);

b — latimea sectiunii in punctul in care se calculeaza t,,; se obtine prin ducerea
in acel punct a unei drepte paralele la axa neutra;

S. — momentul static, n raport cu axa neutra (axa z), al partii din sectiune care
tinde sa lunece; se poate considera ca parte din sectiune care tinde sa lunece este
una din cele doua parti ale sectiunii, obtinute prin tdierea acesteia cu o dreapta
paraleld cu axa neutra dusa prin punctul in care se calculeaza t,,.

|
T.
o )
Z H
Tay
y ‘B
TXZ
iy Al
a) 5)
Fig. 3.71

Se face observatia ca, in sectiunea transversald, t,, variazad in functie de b i S-,
iar in lungul barei in functie de 7.

Deoarece pe sectiune existd numai eforturile 77 si M., tensiunile tangentiale ..
pentru sectiunile simetrice trebuie sa se echilibreze deoarece:

T =Irxz -d4=0.
A
Din motive de simetrie, de o parte si de alta a axei y, aceste tensiuni trebuie sa

fie simetrice (fig. 3.71, a)
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Deoarece la exteriorul barei nu existd tensiuni tangentiale, nu vor exista nici
tensiuni T normale pe directia tangentei la periferia sectiunii drepte. in consecinta,
la periferia sectiunii drepte tensiunile tangentiale sunt tangente la sectiune.
Asadar, in punctele 4 si B de la periferia sectiunii, situate pe o dreapta paralela cu
axa neutrd, tensiunile T sunt tangente la periferia sectiunii, directiile lor
intersectandu-se intr-un punct de pe axa y (fig. 3.71, b). Acceptand ipoteza ci
directiile tensiunilor t in punctele de pe dreapta AB sunt concurente in acelasi
punct de pe axa y se poate scrie:

T,.=-T, tana (3.74)

Xz

Aceastd expresie nu are suport stiintific dar nici implicatii practice
suparatoare.

3.4.2.2. Tensiuni pe sectiuni inclinate la bare solicitate la incovoiere simpla

In paragraful 1.5.2. s-a prezentat forma particulard pe care o ia tensorul
tensiunilor T; 1n cazul barelor ca urmare a acceptarii ipotezei cd acestea sunt
alcatuite din fibre longitudinale care nu se apasa si nu luneca intre ele in directie
normala pe axa barei.

Fig. 3.72.

In consecinti, daci dintr-un punct P al barei se detaseazi o particula
elementara avand una din fete in planul sectiunii si celelalte doud in plane
longitudinale (unul paralel cu tensiunea tangentiala t din planul sectiunii drepte si
celalalt normal pe acesta), tensiunile din planul paralel cu t din planul sectiunii
drepte, sunt nule (fig. 3.72).
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Rezulta ca in toate planele perpendiculare pe axa z' tensiunile sunt nule. Starea
de tensiuni 1n care tensiunile pe plane paralele cu planul dat sunt nule este o stare
plana de tensiuni. Deci in orice punct al barei starea de tensiuni este o stare plana.

Pentru evidentierea tensiunilor pe sectiuni inclinate in starea plana de tensiuni
se va considera mai intéi o stare pland de tensiuni in care apar Gy, Oy $i Ty = Ty,
asa cum se poate vedea in figura 3.73, urmand ca ulterior, rezultatele obtinute sa
se particularizeze pentru cazul barelor solicitate la incovoiere simpla.

z o,

Tyx L
~L NS
. N
AP ‘
. |
Oy - e ’ Al ——

|
|
—_———— -
o N

%’—» \\

=Y

Fig. 3.73.

Problema poate fi enuntatd astfel: cunoscand starea de tensiuni pland ce se
dezvolta intr-un punct P din interiorul unui corp sa se determine tensiunile ce apar
intr-un plan de normald v, ce trece prin punctul P. Aceasta este echivalent cu
determinarea tensiunilor o, i T, In functie de tensiunile ,, oy si 1y, (fig. 3.73, b).

Elementul de volum considerat i de grosime egald cu unitatea, sub actiunea
fortelor generate de tensiuni este in echilibru. in consecintd, se pot scrie trei
ecuatii de echilibru (sistemul de forte produse de tensiuni este un sistem de forte
coplanar).

Astfel, din ecuatia de moment in raport cu punctul O (fig. 3.73, b):

(t,,-1-dy)- ldx —(t,, -1-dx)- ldy =0
! 2 ! 2
se obtine egalitatea:

Ty = Tyx (375)

care exprima legea dualitatii tensiunilor tangentiale.
Proiectand toate fortele generate de tensiuni pe directia lui 6, se obtine:
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Go-1-ds — (oy1-dy)-cosa — (o, 1-dx)-sina — (Ty- 1-dy)-sina — (1), 1-dx)-cosa = 0,
iar din proiectia pe directia lui t, rezulta:
To-1-ds + (o, 1-dy)-sina — (6,-1-dx)-cosa — (Ty-1-dy)-cosa — (T,,-1-dx)-sina = 0.

Daca se are in vedere cd sin2a = 2sinocosa, cos20 = cos’a, — sin’a, iar intre
laturile elementului de volum exista egalitatile dx = ds-sina, dy = ds-cosa,, din cele
doua ecuatii de proiectii rezulta:

6,+6, G©,-0, .
G, = + —cos2a+ 1 sin2a
2 2 !
(3.76)

T =—2sin20+71. cos2a
2 i

Din relatiile (3.76) rezulta ca tensiunile o, $i T, sunt functii de (2a). Prin
derivarea in raport cu (2a) a lui o, rezulta

do,
=T,.
dQa)

(3.77)

In consecintd, valorile extreme ale tensiunii o, denumite tensiuni principale,
se vor dezvolta in plane in care 7, este nul. Aceste plane se numesc plane
principale de tensiune, iar normalele acestor plane directii principale de tensiuni.

Din conditia 1, = 0 rezulta:

27

tan20 = —— (3.78)
c,—0,

care, pentru o, € [0,27] are doud solutii 20, si 20 + 7. In concluzie exista doua
T . . T . .
directii principale de tensiuni: o $i o, + > perpendiculare intre ele.

Daci se introduce (3.78) 1n expresia lui o, dupd ce aceasta s-a explicitat in
functie de tan(2a) se obtin tensiunile principale:

2
c,.+0 G.—C
c,=—-—% . 3.79
= ( 5 J (3.79)

118



SOLICITARI SIMPLE

S-a convenit ca Intotdeauna 61>0,, deci:

2
c . +0o G —0C
x Ty L O )
2

5 .
o Gx+Gy B Gx—Gy +‘Cz
2 = xy
2 2

Pentru a stabili care din unghiurile oy sau oy + m/2 corespunde lui o, se
calculeaza derivata expresiei (3.77) si se pune conditia de maxim. Se obtine:

G,

(3.80)

d’c G,—O, tana
= = 2 +riy 2cos’ a <0
d2a) 2 T,
Pentru indeplinirea acestei conditii trebuie ca
tanal
>0 (3.81)
T

xy

Ty t

Oy

Gx

=Y

Ty

O,

Yy

Fig. 3.74.

In consecinta, daca t,, > 0 directia lui G, notatd cu o, corespunde unghiului

o < m/2, care are tano > 0; dacd 1y, < 0, 01 corespunde unghiului o + /2, care
are tano < 0.
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In figura 3.74, pentru elementul ales, s-au trasat planele principale, tensiunile
principale si directiile principale de tensiuni.

In cazul in care bara este solicitati la incovoiere simpld se constatd ci
6:=0,0, = 0, iar intr-un punct oarecare de pe sectiunea dreaptd a barei

riy +1.. =1". Rezulti ci tensiunile principale, in acest caz sunt:
(3.82)

Se constata ca 6;-0, < 0.

3.4.3. Deformarea barelor drepte solicitate la incovoiere

In baza ipotezei sectiunilor plane configuratia punctelor care alcituiesc o bara
dreapta in starea deformata este complet cunoscuta, in raport cu un sistem de axe
X, y, z, solidar legat de forma nedeformatd a barei (axa x fiind directia axei barei
nedeformate, axele y si z fiind axele centrale principale de inertie ale sectiunii),
daca se cunosc deplasarile u(x), v(x) si w(x) ale unui punct curent de pe axa barei
si rotirile @(x), y(x) si O(x) ale sectiunii drepte in care s-a considerat punctul

3.4.3.1. Ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate

Forma deformatd a axei unei bare supuse la incovoiere se numeste fibra medie
deformata si reprezinta o curba continua.

Daca incovoierea este produsd de forte cuprinse in planul xOy (fig. 3.75, a)
punctele de pe axa barei au deplasari atat dupd axa x, u(x), cat si deplasari

. du . e
transversale, dupa axa y, v(x). Deoarece . =g =0 este alungirea specifica in axa

barei, orice punct C de pe axa barei are numai deplasarea CC' = v(x) (fig. 3.75, a).
Considerand cd deformatiile sunt mici in raport cu dimensiunile barei, din
figura 3.75, b rezulta:

tan(p;(p:%. (3.83)
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~ N _,//
R
. ! J
Y
y
a) b)

Fig. 3.75.

Prin derivarea expresiei anterioare cu in raport cu x, rezulta:

d*v d

- o (3.84)

dx dx
deoarece, agsa cum se poate constata din figura 3.76, un moment de incovoiere M,
pozitiv produce o rotire relativa negativd do a doud sectiuni ale barei situate la
departarea dx.

Inlocuind in relatia (3.84) expresia incovoierii specifice ®=—= se obtine:
d—zv __M, (3.85)
x> EI '

V4

relatie care reprezintd ecuatia diferentiala de ordinul 11 a fibrei medii deformate.

Daca se cunoaste expresia momentului
incovoietor ca functie de variabila x, M, = M.(x)
ecuatia (3.85) se integreaza si se obtine functia v =
v(x, C;, ;). Constantele de integrare C;, C; se
determind din conditii la limitd, care reprezinta
valori ale deplasarii (sdgetii) v sau rotirii @ in
punctele 1n care bara prezinta legaturi.

In cazul in care functia M.(x) nu poate fi
exprimatd din conditii de echilibru, cazul
sistemelor static nedeterminate, la care numarul
fortelor de legatura simple este mai mare decat
numadrul ecuatiilor de echilibru ce pot fi scrise, se
folosesc relatiile diferentiale dintre eforturile Fig. 3.76.
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sectionale si solicitari (2.5):

dT. dm d’M_. dT.
f=—q =T ; f=—F=—gq, 3.86
& P T 7 T a b (3:80)
si ecuatia (3.85) se transforma in:
d*v q,
— = 3.87
&t EI 3.87)

care reprezintd ecuatia diferentiala de ordinul IV a fibrei medii deformate.

In cazul in care se cunoaste intensitatea sarcinii normale ca o functie de x,
q,=9,(x), prin integrarea ecuatiei (3.87) de patru ori se obtine functia v = v(x, Ci,
C,, C3, Cy4). Pentru determinarea constantelor de integrare se pun conditii in
deplasari (sageti si rotiri) si in eforturile sectionale M, si T, intrucat acestea se pot
exprima in functie de v, prin relatiile:

d*v
d’v

Exemple privind integrarea directd a ecuatiilor diferentiale de ordinul IV,
respectiv II, a fibrei medii deformate sunt prezentate in cadrul problemelor
rezolvate de la sfarsitul acestui capitol.

3.4.3.2. Metode pentru integrarea ecuatiei diferentiale a fibrei medii deformate.
Metoda parametrilor in origine

In cele ce urmeazi se prezinti o metoda de integrare a ecuatiei diferentiale de
ordinul IV a fibrei medii deformate. Pentru aceasta se considera un tronson de
bara O — 4, cu moment de inertie constant, pe care g, = 0 (fig. 3. 77). In aceasta
situatie ecuatia (3.87) devine:

4
d'v
w
Prin integrarea succesiva a acestei ecuatii rezulta:
2 2 2
d’v d7v d

v X X X
JZCI; @ICIX‘FCZ; a=C15+C2X+C3; V==C1?+C27+C3X+C4
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Ty

M, F, o
Mo TN N Ll x
| oJ 4 J B C D
=
v (po
X \\\\
< i
:
C; >
< di »
| B4
Fig. 3.77.

in sectiunea O, unde x = 0 conditiile la limita sunt:

) dv
Y= VO N (p = a = (PO
2 3
MZ=—EIZ%=MO; TZ=—EIZ%=TO.
Din aceste conditii se obtin constantele de integrare:
T M
Cl:_ﬁ; sz_E_]O; Ci =04 Cy=v,.

care introduse in expresia lui v permit obtinerea ecuatiei fibrei medii deformate pe
intervalul O — 4 1n functie de parametrii in origine:

V=, AP ——L 0= (3.90)

Pentru x > a; (fig. 3.77) trebuie introdusa solutia particulara corespunzatoare
lui M;, care este solutia (3.90) pentru o bara dreaptd cu originea in 4 avand ca
singur parametru My = M;:
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M, [x-a]
vy =M ezl
EI. 2
Analog, pentru x > b; trebuie introdusa solutia particulara corespunzatoare lui
F, care este solutia (3.90) considerand originea In B si singurul parametru in
origine 7o =—F; :
F [x=b7
EI. 6
In cazul unei sarcini uniform distribuite ¢; (intervalul C — D din fig. 3.77)
solutia particulara are forma:

i

x—c] - [x-d.1
v(ql): q [ 1] _ ql [ l] .
EI. 24 EI. 24

Insumand solutia omogena (3.90) cu solutiile particulare se obtine ecuatia
fibrei medii deformate pentru o bara dreapta cu diferite incarcari M, Fj, g

EI. 2 EI. 6 “EL 2
_ 3 _ 4 _ 4
+z E [x bz] + q; [)C ci] _ q; [x dz]
~El. 6 ~El. 24 44El. 24

M, x> T, x° M, [x-a,] N

(3.91)

Pentru o sectiune oarecare a barei din solutia generala (3.91) se retin numai
termenii ale caror paranteze x — a;, x — b;, x — ¢; $i x — d; sunt pozitive.

Se face observatia cd, in ecuatia fibrei medii deformate (3.91) intervin numai
patru constante de integrare, indiferent de numarul intervalelor de variatie
continud a Incarcarilor. La sistemele static determinate, la care My si Ty sunt
cunoscute, nu raman doar doud constante de integrare, vy $i o, care se determina
pe baza conditiilor de rezemare a barei.

Derivand in raport cu x relatia (3.91) se obtine expresia generala a rotirilor:

P = EI." EI. 2 ““EI !
112 AR AT
+Z E [x bi] + 4q; [x bi] _ 4q; [x di]
~EI. 3 ~EI. 6 ~EI. 6

(3.92)

Si 1n acest caz, pentru o sectiune curentd a barei, se retin numai termenii ale
caror paranteze sunt pozitive.

124



SOLICITARI SIMPLE

Aceastd metodd de integrare a ecuatiei diferentiale de ordinul IV este mai
avantajoasd decat integrarea directd care introduce cate patru constante pentru
fiecare interval de variatie continud a Incarcarii.

Probleme rezolvate

P.3.42. O consoli este solicitatd la capitul liber de un cuplu concentrat %7 = 24 kNm. Bara

este din otel cu rezistenta admisibili 6, = 150 N/mm” si are sectiunea dreptunghiulard b x 4 cu
h=2b (fig. 3.78). Sa se dimensioneze sectiunea barei.

A,

1\ 47,5 N/mm?>

( X z M|
- - <—— | SL )
-4 B ; %
) ! . :
y v \
Y v 147,5 N/mm?
M, ; 'y

Fig. 3.78.

Bara este solicitata la incovoiere pura deoarece in toate sectiunile ei se dezvolta numai
momentul de incovoiere M, = A dupa cum se poate observa din diagrama M. din figura 3.78. In
consecintd in toate sectiunile barei vor exista numai tensiuni normale ¢ a caror intensitate se
determina cu formula lui Navier (3.62).

Dimensionarea sectiunii barei se face cu relatia (3.66):

MM M 24:10°

Wi = - =160-10° mm’.
G, G, 150
. . - dim th . . .
Pentru o sectiune dreptunghiularda W :? si, deoarece h# = 2b, din egalitatea

W =W rezulta;

3
b= U 6214 mm,

Daca se adopta b = 62,5 mm rezultd 7 =2.62,5 = 125 mm.
Verificarea calculelor se face cu relatia (3.67):
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6
G:;{ax = LOZ =147,5 N'mm*< o, .
62,5-125
6
<b—>
A
T,

Y L Toy
; Ty

An
h
4
I
| w
B [

Fig. 3.79.

Distributia tensiunilor  este redata in figura 3.78.

P.3.43. Sa se stabileasca distributia tensiunilor tangentiale t,, pe o sectiune dreptunghiulara
din cadrul unei bare solicitata la incovoiere simpla.

Se considerd ca intr-o sectiune curentd a barei pe langd momentul incovoietor M, existad si
forta taietoare 7, (fig. 3.79).

In punctele situate la depdrtare y de axa z tensiunea t,,, datd de formula lui Jurawski (3.73),
este:

1.5,
R

z

unde, conform cu figura 3.79, S, este momentul static al partii din sectiune care tinde sa lunece,
(aria hasurata):

(-4 )

A 1n < bh’ <
Avand In vedere cd I, = ST rezulta:
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T .b{[”)z _yz}
212 A
12

max

Pentru y = iE se obtine 1, = 0. Tensiunea maxima t,

se dezvoltd in punctele de pe axa
neutrd (axa z) pentru care y = 0, si are valoarea:

Tmax_3Tz_3Tz
Y2bh 24

Dupé cum se poate observa t,, are o variatie parabolicad pe inaltimea sectiunii. In figura 3.79
este redatd distributia acestor tensiuni, ordonatele respective fiind obtinute prin rabaterea cu 90° a
valorilor t,, care au directia si sensul lui T..

P.3.44. Sd se stabileasca distributia tensiunilor tangentiale t,, pe o sectiune circulara din
cadrul unei bare solicitatd la incovoiere simpla.

T

W

4T
1m=—_‘
 ~34

Tyy

| &
R

v
Fig. 3.80.

Considerand unghiul la centru 2o corespunzdtor latimii b a sectiunii la departarea y de axa z,
momentul static al zonei hagurate (partea din sectiune care tinde sa lunece) este (fig. 3.80):

2
S.=A4-y. = (Bj —1(225inaj[2cosaj X
2 20 2 2

DY 2Dsino 1(.D . D 2D
ol — e — — Z*SIH(X —COSO |-——COoS 3
2) 32 o 272 2 32 D’ .,
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- . . . . D . . .
Inlocuind valoarea lui S, in relatia (3.73) si avand in vedere ca b = 2?s1non = Dsina, iar

4

momentul de inertie /, = rezulta:

3T, .,
T, = stm o,
in care A este aria sectiunii circulare de diametru D.
Se constatd, si in acest caz, cd T,, are o variatie parabolica pe inaltimea sectiunii, in punctele
de pe axa neutra (axa z) pentru care y = 0 < o = 90° valoarea ei fiind maxima (fig. 3.80):

max __ 4 T:
Y34
P.3.45. Bara simplu rezematd din figura 3.81, a actionata de forta concentrata 8qa, are

sectiunea casetatd. Rezistenta admisibila la Incovoiere a otelului din care este confectionatd bara
este 6, = 150 N/mm?. Stiind ci a = Im si ¢ = 12 kN/m si se dimensioneze sectiunea barei.

8qa
4 B
s 148,8 N/mm’
2a e 3a sl
Vy=4.8qa %
48¢a | L = AL s S
r. JJIHHTI]
3,2qa - K
M, ' 148,8 N/mm>
: 22 y o
~— 9,6ga°
a) b)

Fig. 3.81.

Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 3.86, a. Se constatd ca bara este solicitatd la
incovoiere simpla (in planul sectiunii drepte a barei se dezvoltd eforturile sectionale 7, si M,).
Sectiunea periculoasd este in B unde momentul 1incovoietor are valoarea maxima
M™ =9,6qa* =9,6-(12)-(1000)* =115,2-10° Nmm.

Dimensionarea sectiunii barei se face cu relatia (3.66). Pentru aceasta se calculeazd mai intai
modulul de rezistenta necesar:
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] 1is20000
c 150

a

=768-10° mm’.

nec
Wz

Modulul de rezistentd al sectiunii barei in functie de forma si dimensiunile acesteia
(fig. 3.81, b) este:

(181)°(61)  (161)* (41)
I

Wzdim _ | : _ 12 5 12 _ 172’31‘3'
ymax

Din egalitatea W™ = W se determind valoarea lui ¢

3
t=3 M =16,45 mm
1723

Se adopta ¢ = 16,5 mm si se verifica corectitudinea calculelor cu relatia (3.67):

o _|M§""‘X _1152:10°
"owd 172,3-(16,5)°

o =148,8 N/mm”.

Distributia tensiunilor ¢ in sectiunea periculoasa (sectiunea B) este redatd in figura 3.81, b.

P.3.46. O bari simplu rezemati este actionati de un cuplu concentrat 9ga®, dupa cum se poate
vedea in figura 3.82, si are sectiunea in formd de U cu dimensiunile precizate in figura 3.83, a.
Cunoscand ca a = 0,2 m si ¢ = 7 kN/m sa se determine tensiunile maxime de intindere si
compresiune care se dezvolta in bara.

Pentru trasarea diagramei momentului
incovoietor se determind mai intai fortele de 9qa
legatura din 4 si C. V; si V¢ trebuie sa 4 /\
formeze un cuplu care sa roteasca in sens B < -
invers decat cuplul concentrat si trebuie sa 3 J % X
aibd marimea egala cu:

9ga’ Vi=gqa Ve=qa
VA:VC:q—:qa "
9a

Diagrama M este prezentatd in figura

3.82 si prezintd un salt In dreptul cuplului ~—3gd*
concentrat. m
Bara fiind M,

solicitatdi la incovoiere g ?;
distributia tensiunilor ¢ pe sectiune este data - 6ad’ W
de formula Iui Navier (3.62). Rezulta ci 99— |

Omax P€ sectiune se va dezvolta in punctul cu
Vmax> c€l mai departat de axa z. Fig. 3.82.
Deoarece sectiunea nu este simetrica in
raport cu axa z trebuie mai intdi determinatd pozitia centrului de greutate. Considerand ca
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sectiunea se obtine scazand din dreptunghiul mare pe cel mic, distanta de la marginea superioara la

centrul de greutate, adica y este:

_(50-120)(25) - (40-100)(20)
(50-120) — (40 -100)

=35mm

C

Se poate calcula acum momentul de inertie al sectiunii in raport cu axa z:

3 3
I = {%wo-uo-os-zsf}{%Mmoo-@s-zof} = 416,67 mm".

Daca se considera sectiunea din stanga lui B, cea in care M, = — 3qa2, distributia tensiunilor ¢
este redatd in figura 3.83, a. In acest caz in toate punctele sectiunii situate deasupra axei z
tensiunile o sunt pozitive, iar in cele situate sub, axa z sunt negative. In consecinta:
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10 B 100 J 10 +70,6 N/mm’
—1 | e —
Sl S] A
A
Il g
&)
a
. g )
e e e e S e é
M S
? 91[ ~30,2 N/mm>
| I
—141,2 N/mm>

b)
Sz Sz
| +60,4 N/mm?>
v y
Fig. 3.83.
2 2
g =204, =3 D QOO sy 706 Njmm?;
1. 416,67
—3qa’ —3-(7)-(200)> 5
SX%) I Vs 416,67 s) mm

= . - . . . a 2 qe - . .
Daca se considera sectiunea din dreapta lui B, cea in care M, = + 6qa”, distributia tensiunilor ¢

este redatd in figura 3.83, b. In acest caz in toate punctele sectiunii situate deasupra axei z
tensiunile o sunt negative, iar in cele situate sub axa z sunt pozitive. In consecinta:

2 2
oy =290, SO 35 1410 N/mm?;
I. 416,67
6qa’ 6-(7)-(200)* 5
Gy = . = -(15) = +60,4 N/mm°~;
S s 416,67 13

131



SOLICITARI SIMPLE

Deci tensiunea maxima de intindere este o = 70,6 N/mm’ si se dezvolta in punctele S, din

max

+
max

sectiunea B stinga, iar tensiunea maxima de compresiune estec’  =141,2 N/mm? si se dezvoltd

in punctele S din sectiunea B dreapta.
P.3.47. Sa se dimensioneze bara din figura 3.84, a, cu sectiunea in forma de I, daca F = 2kN si
a = 0,6m, stiind ca rezistenta admisibild a materialului din care este confectionatd este

2 - . . . . . . ~ . A . -
o, = 150 N/mm". Sa se traseze distributia tensiunilor ¢ si 1., in sectiunea B stinga si sd se
determine tensiunile principale maxime in aceasta sectiune.

2 2F 6t 142,5 N/mm?
Ag B C D .
£ = R 10,4 N/mm?
4a=4 Aa <a, |t 13
ol 2ra_f1°F % 13,9 N/mm’
T. ‘ S U
27 I z : = ;
2Fa | _ =
N ™ e Ty
v 142,5 N/mm>
a) b)

Fig. 3.84.

Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 3.84, a. Se constata ca bara este solicitata la
incovoiere simpld deoarece in sectiunea transversald a sa se dezvolta eforturile sectionale 7, si M..
Dimensionarea se face cu relatia (3.66), calculandu-se mai intai modulul de rezistentd necesar:

M™ 2Fa 2-(2-10%)-(10°) _2,4-10°
G G 150 150

a a

=16000 mm®.

dim __
wom =
Modulul de rezistenta al sectiunii barei in functie de forma si dimensiunile acesteia (vezi

fig. 3.84, b) este:
3 3
2. M”,.&.(lm)z +%
pam _ L _ 12 12 2894

y mx

= 263,09 .

11z

Punand conditia ca W™ = W“ se determina valoarea lui :

t=3 16000 =3,93 mm.
263,09

Se adopta =4 mm si se verifica corectitudinea calculelor cu relatia (3.67):

6
T = LIO3 =142,5 N/mm’< 6, = 150 N/mm’.
263,09 -4
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Avand in vedere cd in sectiunea B stdnga momentul incovoietor are valoarea maxima
distributia tensiunilor ¢ este redata in figura 3.84, b.

Pentru distributia tensiunilor t,, se constatd cd In sectiunea B stanga T. = 2F = 4-10° N. in
consecintd 7 este In sens invers axei y, tensiunile t,, fiind pozitive si in acelasi sens cu 7. (vezi fig.
3.84, b). Calculul tensiunilor t,, se face cu formula lui Jurawski (3.73).

Astfel, in punctul de pe sectiune situat la racordarea inimii cu talpa superioard, respectiv
inferioara, tensiunea t,, are valoarea:

. LS _(4-107)(120-4°)
Yobe, (4)(2894-4%)

10,4 N/mm?,

deoarece momentul static al portiunii din sectiune care tinde sa lunece S, este momentul static al
talpii superioare (sau inferioare) S, = 6¢-2¢-10¢ = 120-£.

Se considerd cd pe ndltimea tilpilor tensiunile t,, au o variatie liniard, de la valoarea zero in
punctele de la exteriorul sectiunii, la valoarea 10,4 N/mm? in punctele de racordare talpd-inima,
asa cum se poate vedea in figura 3.84, b. Pe indltimea inimii, variatia tensiunilor tangentiale t,,
este data tot de relatia (3.73) si in consecinta ea este parabolica, valoarea maxima r:;‘“ fiind atinsa

in punctele sectiunii situate pe axa z. Pentru sectiunea considerata:

T (4-10°)(160,5-4%)
Tobl (4)(2894-4%)

=13,9 N/mm?,

deoarece S™ =6¢-2¢-10¢ +9¢-1-4,5t = 160,5¢ reprezintd momentul static al unei jumititi de

sectiune. Se face precizarea ca distributia tensiunilor tangentiale t,, redata in figura 3.84, b, a fost
obtinuta folosind 1n formula (3.73) aceeasi grosime b = ¢ =4 mm a sectiunii atat in punctele situate
pe télpi, cat si in punctele situate pe inima.

in conformitate cu relatia (3.82) tensiunile principale pe sectiunea unei bare solicitate la
incovoiere simpla apar in punctele in care tensiunile ¢ si T au valori maxime. Astfel, in punctele
situate la exteriorul sectiunii, pe talpa inferioara, respectiv superioara unde tensiunile T sunt nule,
tensiunile principale au valorile: o, = 142,5 N/mmz; o, =—142,5 N/mm?. In punctele de racordare
a talpii cu inima tensiunile normale o au valoarea: o =11425 ;—itt =128,25 N/mm’ si, in

consecintd tensiunile principale sunt:

2
o, = 12825 \/(lz&zsj +(10,4)* =129,1 N/mm?;

2 2
2
5. —12825  |(12825) (10,4)*> = —0,84 N/mm”.
2 2 2

Rezulta ca tensiunile principale maxime se dezvoltd in punctele situate la exteriorul sectiunii
pe talpa inferioard, respectiv superioard, acolo unde o este maxim si t este nul. in concluzie, in
cazul incovoierii simple, conditia de rezistentd (3.65) este acoperitoare, chiar daca ea nu ia in
considerare influenta fortei tdietoare prin intermediul tensiunilor tangentiale T , deoarece:
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=142,5N/mm>.

max

c, :|G

P.3.48. Pentru bara din figura 3.85, solicitati de momentul 7, si se determine ecuatia fibrei
medii deformate, sdgeata si rotirea sectiunii 4.

(07}
= /' e By
\ 4 o
X
M /
B
Fig. 3.85.

Intr-o sectiune oarecare x a barei momentul incovoietor are valoarea M, = T 1n acest caz
ecuatia diferentiala de ordinul doi a fibrei medii deformate (3.85) capata forma:
d?v M

& ElL

Dupad integrare se obtine:

WM
dx EI
2
v =—£-x—+C1x+C2.
EI. 2
=0
Punénd conditiile la limitd: x =/ — {(PB se obtine sistemul de ecuatii liniare:
vy =
0= M I+C,
EI
2
oz_ﬂ.l_+cll+c2
EI. 2
Dupa rezolvarea sistemului rezulta:
M M 2
Ci=—:1 C,=——.
EI EI. 2

In consecintd, ecuatia fibrei medii deformate este:

iar rotirile se determina cu relatia:
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M
- M o).
¢ EIZ(X)

Folosind ecuatia fibrei medii deformate se poate determina sdgeata in orice sectiune a barei .
In sectiunea A sageata are valoarea:
2
M
Y =y =T

EI. 2

z

si deci sectiunea se deplaseaza in sensul invers al axei y aga cum se poate observa din figura 3.85.
Analog, folosind expresia rotirilor, se determina rotirea sectiunii 4:

M

X:O_(PA:E[Z'Z'

@

P.3.49. Consola 4B din figura 3.86, a este incastrata in punctul 4 si este tangenta la un cilindru
rigid de raza r. Sa se determine sageata punctului B atunci cand bara este solicitata de forta P.

Datorita solicitarii barei cu forta P aceasta se va deforma astfel incat o portiune din ea AC va
rdmane in contact cu cilindrul rigid, punctul C ajungand in C' (fig. 3.86, a). O sectiune curenta a

\ f :
3
3 x > ! P
I 5 .
Q\\ >
§ A C A4 A 4 i
\ = B E— -
Q\\ g ~ A §
g C =~ 3 \4 f

y B

B
v
r
a) b)
o)
Fig. 3.86.

barei la departarea x > X (fig. 3.86, a), pe langa sdgeata v; (corespunzitoare punctului C'), va avea
o sdgeata v, datoritd rotirii sectiunii C si o sdgeata v; produsd de forta P, dar pe o consold
incastrata de lungime / — x . Rezulta ca sageata unei sectiuni oarecare x a barei este:

V=v; T v, tys.
Pentru determinarea sdgetii punctului C se precizeaza ca Intre curbura fibrei medii deformate
si sdgeatd exista relatia:
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d*v
de
2 3/2 °
dv
1+ —
dx
in aceasta expresie dv/dx reprezintd panta, in orice punct, la curba fibrei medii deformate; in
cazul micilor deformatii ale barelor, aceasta cantitate si cu atdt mai mult patratul ei sunt mici 1n
comparatie cu unitatea si se neglijeaza. Avand in vedere aceasta simplificare si tindnd seama de

ecuatia diferentiald de ordinul doi a fibrei medii deformate, (3.85), se obtine legatura dintre
curbura fibrei medii deformate $i momentul de incovoiere:

o |~

1 M,

P EL’
in sectiunea C momentul incovoietor este M . =P(-X),iar p=rsgideci

1_PU-%) _ o, EL

r EL Pr

in conformitate cu fig. 3.86, a, se poate scrie:

(r=v,) +x* =r?

~2

. . . . . X
din care, prin neglijarea termenului v se obtine: v, = e
r

Deplasarea v, se datoreaza rotirii sectiunii C. Avand in vedere ca unghiul AOC" este egal cu
unghiul pe care axa deformata a barei il face cu orizontala in C’ se poate scrie (fig. 3.86, a):

X X ~
—=—>=v,=—(x-X).
xX-xX r r

Pentru calculul lui v; sd consideram cé deformatiile barei sub solicitarea fortei P nu sunt
impiedicate, adica bara se poate deforma liber ca si cand cilindrul de raza » nu ar exista, aga cum se
poate vedea in figura 3.86, b. Intr-o sectiune oarecare C a barei momentul incovoietor are valoarea
M. = — P(I - x). Inlocuind aceastd valoare a momentului in ecuatia diferentiali de ordinul doi a
fibrei medii deformate (3.85) si integrand de doua ori se obtine:

2 3
Ll-x——i-x—+clx+cz.
EI. 2 EI. 6

v =

Pentru determinarea celor doud constante de integrare C; si C, se pun conditiile:

v, =0=C, =0
-0
* 0, - —o=c¢ =0
d‘xx:O

in consecint, ecuatia fibrei medii deformate a consolei AB din fig. 3.86, b, solicitatd de forta
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P, este:

P X’ X
y=——|l-=].
EI. 2 3

Daci se inlocuieste / cu / — X iar x cu x — X se obtine expresia lui v;:

~\2 ~
s )
EI. 2 3

V3

Insumand cele trei valori se obtine sigeata in sectiunea curenta x:

~ ~ ~2 ~
X X 5 P (x—X) (l_;_x—xj
r 3

Pentru x = [ se obtine sdgeata punctului B:

~ = =3
vB:i+£(l—)7)+i~(l *) .
2r r El, 3

& N < . ~ EI .
Inlocuind in aceasta expresie pe X =/— P—Z se obtine:

- r
> (EL)
Vg =—— .
"o2r 6P
q
4 ALLIITIITITTITITITITTITITITIITITIIILL o P.3.50. Se considera grinda din
= figura 3.87, incastratd la un capat si

/

simplu  rezemata la  celalalt,
solicitatd de o sarcind uniform

24 @ distribuita de intensitate g. Sa se
+ traseze  diagramele  eforturilor
Ll , sectionale T, si M..

T 3
W gql Pentru trasarea diagramelor de

51/8 . . <
eforturi sectionale este necesar sa se

P @ determine fortele de legdturd. Se

Tﬂ\l*m constatd insa cd numarul acestora
| este 4 (trei in incastrarea A si una in
+ reazemul simplu B). Numdrul
ecuatiilor de echilibru ce pot fi
2 q12 scrise este 3. In consecintd sistemul
16 find o data static nedeterminat

(4 — 3 = 1), diagramele de eforturi

sectionale nu pot fi trasate deoarece
Fig. 3.87. din ecuatiile de echilibru nu pot fi

determinate  toate  fortele de

legatura.

Pentru rezolvarea problemei se va utiliza ecuatia diferentiald de ordinul IV a fibrei medii

deformate (3.87) care, pentru cazul studiat este:
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dv_a
dx'  EI
Prin integréri succesive se obtine:
d’v d*v x’
Elzgqu-‘rcl; EIZWZqY"FCliFCZ;
dv x’ x? x* X3 x?
Elzazq?+C17+C2x+C3; EI:-v:q§+CI?+C27+C3x+C4.

Pentru determinarea constantelor de integrare C; (i = 1,2,3,4) se pun urmatoarele conditii la
limita:
) v, =0=>C, =0
- 1n A4 pentrux =0—>
¢, =0=>C, =0
14 3 12
v, =0=2¢g—+C,—+C,—=0
B q 24 s 25

- MBpentrux=I—> s

MB=0:q%+Cll+C2:0

Prin rezolvarea sistemului se obtine: C, = —%ql si C, = %qﬁ .

In consecintd, ecuatia fibrei medii deformate este:

1 gl*|(x YosxY 3(xY
ve—">=T|=| = =|=| +=| =] |.
24 EI |\l 2\1 2\ 1
Folosind relatiile (3.89) si (3.88) se determina modul de variatie al fortei taietoare 7, si al
momentului incovoietor M. :

T o=—L g 24% 15)
T4 !

2
M. =L qr| 12 1) —15(i +3].
24 I !

Pe baza acestor egalitati s-au trasat diagramele din figura 3.87.
Momentul incovoietor are valoare maxima In sectiunea unde forta tdietoare se anuleaza. Din
conditia 7, = 0 rezultd x = 5//8, valoare care introdusa in expresia momentului incovoietor conduce

la M, = 2ql2 .
16
P.3.51. Pentru grinda simplu rezematd din figura 3.88 sa se determine fibra medie deformata

precizandu-se rotirile pe reazeme si sageata in C.
Se aplica metoda parametrilor in origine. Alegand originea sistemului de referintd in punctul 4
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si cunoscand parametrii My, = 0 si Ty = — 2qa, expresia (3.91) pentru incarcarile din figura 3.88
devine:

Y —

\ ¢ A *
—
BT

3a

> Vp=10,9qa

Fig. 3.88.

3 PR E] 21 a 72 214
v=v0+(p0x+%x——4’lqa[x al +4qa [x —3a] +L[x 3a]”

EI. 6 EI. 6 EI, 2 EI. 24
_ g [x—6a]4 09qa [x—6a]’
EI, 24 EI. 6

Termenii cu paranteze drepte intervin numai pe intervalele in care valorile parantezelor sunt
pozitive. In consecinti, deoarece pentru bara considerata x < 6a, ultimii doi termeni nu se mai iau
in considerare.

Necunoscutele sunt vy §i Q.

Pentru determinarea lor se pun conditiile la limita:

{pentrux =a—>v, =0

pentru x = 6a = v, =0;
din care rezulta:
ga*
0=v, +¢@,a—0,3333—
0T o EI.

3 3 2 2 4
0=v, +0-6a +2ﬂ (6a)” 4,lga (Sa) . 4qa” (3a) L4 (3a)
EI. 6 El. 6 EI. 2 EI. 24

z

3 4
Din rezolvarea sistemului rezulta: ¢, = —1,525% 3 Vo = 1,192ﬂ .

Pentru determinarea rotirilor pe reazeme se foloseste expresia (3.92), care, pentru incarcdrile
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din figura 3.88, capata forma:

2 Y 2 a3
0= @yx+ %x_ _4lga [x—d] N 4qa [x—3a]+ q [x —3a]
EI_ 2 EI 2 EI EI 6

Pentru x = a rezulta:

3 2 2 3
¢, =—15259L 2992 _ 55592
EI. EI. 2 EI.
iar pentru x = 6a se obtine rotirea din punctul D:
ga’® 2qa (6a)’ 4lga (5a)> 4qa’ q (a)’ qa’
¢y =—-1525"—+—— e + Ba)+— = —0,2753

EI. EI. 2 EI. 2 EI EI
Folosind expresia fibrei medii deformate in care x = 3a, sdgeata in punctul C este:

4 3 3 3 4
ve = 119299 1525993, 240 Ba) _lga 2a) _ 50399
EI EI. 6 EL 6 EI.

z z z

Probleme suplimentare

P.3.52. Consola din figura 3.89 de lungime / = 2 m, este solicitatd de o sarcina uniform
distribuita de intensitate ¢ = 12 N/m. Sa se dimensioneze sectiunea barei pentru o, = 150 N/mm” si

sa se reprezinte variatia tensiunilor & si 1, In sectiunea B.

5t .

2t

12¢

2t

Fig 3.89.

P.3.53. O grinda simplu rezemata (fig. 3.90) de lungime / = 4 m este actionata de o sarcina
uniform distribuita ¢ = 15 N/m. Materialul din care este confectionatd grinda are rezistenta
admisibili o, =150 N/mm®. Sa se dimensioneze grinda si si se determine sigeata ei maxima.

p!

A I 7 15 ;:?
SAN 140 A t

/ B |

>
| |

6t

A4

A

Fig. 3.90.
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P.3.54. Bara din figura 3.91 are sectiunea dreptunghiulard si este obtinutd dintr-un
semifabricat cu sectiunea rotundd cu diametrul D. Ea este solicitatd de o sarcind liniar distribuita
cu intensitatea maxima ¢ = 12 N/m, iar lungimea ei este / = 0,6 m. Stiind ca o, =150
N/mm’ se cer: a) diagramele de eforturi; ») dimensionarea barei stabilindu-se raportul optim dintre
inaltimea 4 si latimea b a sectiunii; ¢) distributia tensiunilor ¢ in sectiunea in care forta taietoare se
anuleaza.

P.3.55. . Pentru bara din figura 3.92 sa se determine fibra medie deformata si sa se precizeze
rotirile din B si C $i Vppay.

Bl

Fig. 3.91.

P.3.56. Pentru o grinda incastrata la capete (fig. 3.93), cu momentul de inertie constant, se
cere sa se traseze diagramele de eforturi si sdgeata maxima pentru o sarcind uniform distribuitad pe

toatd deschiderea.
q
mmm 5

i .

.
k.

Fig. 3.92 Fig. 3.93

P.3.57. Pentru consola din figura 3.94, a actionata de sarcina concentratd F se cer: a) fibra
medie deformata cu precizarea valorilor v, si ¢4 pentru cazul in care momentul de inertie al barei
este constant si egal cu Iy; b) sdgeata si rotirea cea mai mare in cazul In care latimea sectiunii

transversale variaza liniar b, = b, % (fig. 3.94, b).

F
by i
]
4 ; gf T =
- * X ¥
a) b}
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3.5. TORSIUNEA BARELOR DREPTE CU SECTIUNE CIRCULARA

O bara sau un tronson de bara este solicitata la rasucire (torsiune) atunci cand
in orice sectiune dreaptd a ei apare ca efort sectional numai un moment dirijat
dupa axa x, M, — notat uneori si M, (fig. 3.95). Pentru ca o bara sa fie solicitata la
torsiune trebuie ca cel putin una din fortele care solicita bara sa nu Intdlneasca axa
acesteia.

In conformitate cu conventia de semne precizati in subcapitolul 1.3,
momentul de rasucire este pozitiv cand,
pe fata din dreapta sectiunii, el este 2F
orientat in sensul axei x (de exemplu, in ; 3E4
fig. 3.95, momentul 3Fb, dat de cuplul de ~ 2Fb | o | 3ED x
forte 3F, este pozitiv deoarece are A B
vectorul orientat in sensul axei x).

Pentru reprezentarea graficda a @ 2F |4 > >
momentului M, se face urmatoarea Fb
conventie, diferita de conventia adoptata N
in cazul momentului de incovoiere, @
valorile pozitive se reprezintd deasupra 2Fb
axei barei, iar cele negative sub axa barei
(fig. 3.95).

T
A

Fig. 3.95.

3.5.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Deoarece in planul sectiunii drepte a barei torsorul eforturilor sectionale se
reduce numai la un vector M, dirjjat dupa axa barei relatiile de echivalenta (1.29)
devin:

N=[ocdd=0; M, =|(t,z-7.y)dd#0;
(4) (A)

T.=[r,d4=0; M, =—[c,zdd=0; (3.93)
(4) (A)

T,=[t.da=0; M. =[o yd1=0.
(4) (A)
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Pentru a stabili modul de distributie al tensiunilor se apeleazd la studiul
aspectului geometric care furnizeaza relatii intre deformatii specifice si deplasari.

In acest scop se considerd o bara dreapta cu sectiunea circulara (fig. 3.96, a)
pe suprafata céreia se traseaza doud curbe directoare, la o distanta foarte micd una
fata de cealaltd, dx. Aceste curbe pot reprezenta intersectia dintre suprafata
exterioard a barei si doud sectiuni drepte, infinit apropiate. Intre cele doua curbe
directoare se traseaza o serie de generatoare foarte apropiate intre ele, care pot fi
considerate segmente de lungime dx din fibrele situate la suprafata exterioara a barei
(fig. 3. 96, a).

Fig.3.96.

Dupa ce bara este solicitata de catre un moment de rasucire pozitiv, M, (fig.
3.96, b), se constatd urmatoarele:

— cercurile raméan tot cercuri si la aceeasi distantd dx, fapt ce dovedeste ca
sectiunea transversala ramane plana

— toate generatoarele (care se identifica cu fibrele de la exteriorul barei) raiman
paralele intre ele, fiind inclinate cu acelasi unghi fatd de tangentele corespun-
zdtoare la curbele directoare.

Rezulta ca la exteriorul barei:

€, =0.;y=ct. (3.94)

In baza observatiilor anterioare in interiorul barei are loc un fenomen similar,
fapt ce conduce la concluzia ca cele doud sectiuni, situate la departarea dx, s-au
rotit rigid intre ele cu un unghi deo (fig. 3.97).

In conformitate cu figura 3.97 se poate scrie:

y——nn, do

_dx = v =r—=c(t. 3.95
y=ro =¢ (3.95)

nn' =rde
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Fig. 3.97.

Relatiile aspectului fizic sunt cele furnizate de legea simpla a lui Hooke:
c=FE¢ ;1=Gvy (3.96)

cu observatia cad tensiunea tangentiald t va fi tangentd la arcul nn', adica
perpendiculara pe directia razei (fig. 3.98). Rezulta:

Tyy = T-COSQL | Ty = — T-SINAL. (3.97)

Egalititile € =0 si o = E-€ conduc la concluzia cd prima, a cincea si a sasea
egalitate din (3.93) sunt identic satisfacute.

Avand in vedere relatia T = Gy si expresia deformatiei specifice unghiulare
datd de relatia (3.95), a doua egalitate (3.93) se scrie astfel:

T, = JtcosadAzG% JrcosochzG%p szAzO

(4) (4) (4)
deoarece z = r cosa (fig. 3.98), iar IZdA =S8, =0 reprezintd momentul static al
(4
sectiunii in raport cu axa y care este axa centrala.
Analog:

T =- ItsinadA = (—Gd—(p) J.rsinoch = (—Gd—(p) IydA =0.
) dx )y dx )
In conditiile precizate, egalitatea a patra din (3.93) capata forma:
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7N

Xz w

z

v

Fig. 3.98. Fig. 3.99.
M = I(Z-’ECOSOL +y-tsina)d4 = J‘t(rcos2 o +rsin’ o)d4 = IrrdA
() () (4)
sau, avand in vedere aspectul fizic si cel geometric,

M, _gle erdA=Gd—‘p1p, (3.98)
dx
(4)

in care /, este momentul de inertie polar al sectiunii circulare in raport cu centrul
: d N g o .
ei de greutate. Raportul a(p reprezinta rotirea a doud sectiuni ale barei, situate la

departarea dx una fatd de alta, si poartd numele de rasucire specifica. Din relatiile
(3.95) 51 (3.98) rezulta ca:

7, (3.99)

relatie care determind variatia tensiunii tangentiale T pe sectiunea circulara a unei
bare solicitate la torsiune. Se constatd cd pe sectiunea dreaptd tensiunile t variaza
liniar (fig. 3.99), punctele cele mai solicitate fiind toate punctele de la periferia
sectiunii unde 7 atinge valoarea maxima pe sectiune:

T =y (3.100)

max,sect 1 max

3.5.2. Calculul de rezistenta

Tensiunea tangentiald maxima din cuprinsul barei se va gési in sectiunea
periculoasd, sectiune in care momentul de torsiune are valoarea maximd M ™ si

care se identifica pe baza diagramei M,.
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Conditia de rezistentd pentru o bara dreaptd cu sectiune circulara solicitatd la
torsiune are forma:

max

]

Tinax = w ST,

P

(3.101)

1
unde W, = —"- reprezinti modulul de rezistenta la torsiune al sectiunii circulare.
r

max

in cazul sectiunii circulare pline, pentru care /, = nd*/32 S1 Vmax = d/2:

3
w, =%, (3.102)

iar pentru cazul sectiunii inelare, la care 1, = nD*/32 — nd*/32 S1 7'max = D/2:

nD’ d\'
W = I-|—=1 | 3.103
=) @10
Relatia (3.101) se foloseste atat pentru dimensionare, caz in care dimensiunile
sectiunii barei se determina din egalitatea:

| max
14 nee _ | X |
P
T

a

dim
— i, (3.104)

cat si pentru verificarea unor sectiuni. De asemenea, pe baza relatiei (3.101) se
poate determina efortul sectional capabil al unei bare cu sectiune circulara
solicitata la torsiune:

MM <M = W (3.105)

Observatie. Cand barele solicitate la torsiune sunt piese in migcare de rotatie
in jurul axului lor ele poartd numele de arbori si reprezintd organe de masini.
Solicitarea la torsiune a acestora se face prin intermediul unor transmisii (prin
lant, curele sau diverse angrenaje) care transmit un cuplu de la un motor, ce poate
dezvolta o putere P, cu un anumit numar de rotatii pe minut #. Daca puterea P a
motorului este exprimata in kW, cuplul motor transmis prin intermediul arborelui
se calculeaza cu relatia:

_PWI

M,=9,55-10° ,
n[rot/min]

(3.106)
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3.5.3. Tensiuni pe sectiuni inclinate la bare solicitate la torsiune

Fie un tub subtire solicitat la torsiune ca in figura 3.100, a. Pe fetele unui inel
detasat din tub se dezvolta tensiuni tangentiale t, al céror sens de rotire in jurul
axei de simetrie a tubului este acelasi cu cel al momentului de torsiune M,
(fig. 3.100, b). Daca se detageaza un element abcd din inelul considerat, pe fetele
M O lui se dezvolEé numai tensiuni
e tangentiale T dupa cum se poate vedea

C )) in figura 3.100, c.
S~ Se constatd ca starea de tensiuni
din tubul subtire solicitat la torsiune
este o stare pland de tensiuni — in
planele perpendiculare pe normalele
la axul de rotatie nu se dezvolta
tensiuni.

S& consideram elementul abcd
orientat fatd de un sistem de referinta
xOyz si de grosime egala cu unitatea
asa ca in figura 3.101, a.

Pentru determinarea tensiunilor pe

a) c) un plan inclinat cu unghiul o fata de
Oy se exprima echilibrul elementului
Fig.3.100. de volum din figura 3.101, ».
Proiectdnd pe directia lui G, si a
lui 7, toate fortele generate de tensiuni, se obtine:

Gy 1-ds — Ty 1-dy-sina — 7+ 1-dx-cosa. = 0
To-1-ds — Ty 1-dy-cosa — Ty 1-dx-sino = 0.
Deoarece Ty, = 1,», dx = ds-sina s1 dy = ds-cosa din cele doud ecuatii rezulta:
Go = Ty-SIN20L (3.107)
Ta = Ty COS20L. (3.108)
Se observa ca pe plane inclinate cu o, = + 45° tensiunile au valorile:

6450 _Txy > T45” 0.
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Ty a ; | c 7 T ds
| I]"
|
S A At * 5 Oa
BN d Ta
7 S ly b
N
b d Va
T,
Y
y
a) b)
Fig. 3.101.

Acelasi rezultat se obtine daca in expresia tensiunilor principale (3.79) se face
6, = o, = 0 (corespunzitor solicitarii de forfecare pura)

G| = — 02 = Ty, (3.109)

Se constata cd, in cazul solicitarii de forfecare purd, tensiunile principale sunt
egale si de semne contrare si se dezvolta in plane dispuse la 45° (fig. 3.102, b).

3.5.4. Deformarea barelor drepte cu sectiune circulara solicitate la torsiune

Dupa cum s-a demonstrat anterior, datoritd solicitarii la torsiune, doud sectiuni
ale barei, infinit vecine, se rotesc rigid una fata de alta, in jurul axei barei, cu
unghiul:

d(pzygz M, dx. (3.110)
r Gl
p

Se constatd cd un vector de rotatie dirijat in sensul pozitiv al axei x produce
rotiri pozitive. In consecinti un moment de torsiune pozitiv, al carui vector pe fata
din stanga sectiunii este dirijat in sensul negativ al axei x, produce rotiri negative
(orare). Rezultd ca doud sectiuni, 1 si 2, ale unei bare, se rotesc intre ele cu
unghiul:

P =0 =0, =~ (3.111)

—_—
=
&
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Tyx
~—
Tyy
X
b,
——
Ty
Y )
a)
Fig. 3.102.
Daca pe intervalul 1-2 bara are sectiune constantd atunci:
Ql 2
L, =——= 3.112
P2 GI ( )

P

unde Q;_; reprezinta suprafata diagramei de moment M, intre sectiunile 1 si 2.
Daca pe intervalul 1-2 sunt m tronsoane cu sectiuni constante atunci:
m Q
Q,=—) —, (3.113)
i=l1 GI i
unde €; reprezinta aria diagramei momentului de torsiune pe tronsonul 7, iar /,; —
momentul de inertie polar al tronsonului i.
In cazul organelor de masini, pentru buna functionare a subansamblului,
maginii sau instalatiei respective, este necesar ca deformarea arborilor sd nu
depageascad anumite limite. In aceste cazuri se impune o conditie de rigiditate sub

forma:
Mmax
doy _[m| <[de) (3.114)
d ).~ GI, ldx),

p

do e s s - :
unde | — | reprezintd rdasucirea specifica admisibila, care se prescrie in functie

de conditiile cinematice impuse de buna functionare a subansamblului masinii sau
instalatiei respective.

Deoarece barele solicitate la torsiune au, in general deformatii mari, de cele
mai multe ori conditia de rigiditate (3.114) poate fi mai restrictivd decat conditia
de rezistentd (3.101). Din aceastd cauzad cele doud conditii trebuie verificate
obligatoriu.
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3.5.5. Sisteme static nedeterminate la torsiune

O bard dublu incastratd la torsiune, care poate avea sectiunea variabila, si
solicitata de cupluri de forte ce au vectorii momentele dirijate dupd axa barei
constituie un sistem static nedeterminat la torsiune (fig. 3.103, a).

1
Mx,A " N‘—v—» 1p2 IWX,D
PR an ey a)
44 B C D X
20 e 20 Jo 2a
Mx,A ——
A B C D b)
4 | o)
C D
Moa | 4 B C Di:
o 2
@ 4 BT e)
: );_? . C D
\ §
M_—
MI‘"+I"2 I, +2I,
I, +21,
Fig. 3.103.

Sistemul este static nedeterminat deoarece pentru determinarea momentelor
M, 4 s1 M, p (fig. 3.103. a) aspectul static furnizeaza o singurd ecuatie si anume
ecuatia de momente in raport cu axa barei (axa x):

M4+ M+ M,p=0. (a)

Pentru ridicarea nedeterminarii §i trasarea diagramei momentului de torsiune
M, se adopta sistemul static determinat din figura 3.103, b, numit forma de baza,
obtinut din sistemul real prin suprimarea incastrarii la torsiune din 4. in locul
legaturii suprimate se introduce momentul A, 4 a carui marime urmeaza sia o
determindm (directia este cunoscutd, iar sensul este ales arbitrar).

Sistemul static determinat din figura 3.103, b, adica forma de baza, se incarca
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pe rand cu cuplul M si cu momentul M, 4 trasdndu-se diagramele M ? (fig.3.103,c)
si my 4 (fig. 3.103, d). Forma de baza solicitata de M si de M, 4, aplicand principiul

suprapunerii efectelor, trebuie sd se comporte ca sistemul real din figura 3.103, a.
Aceasta conditie este echivalenta cu a scrie:

0y +9, =0, (b)

in care @ este rotirea la torsiune in sectiunea 4 produsi de M pe forma de bazi,
iar @', , rotirea la torsiune in sectiunea A produsa de M, 4 tot pe forma de baza.

Folosind diagramele momentelor de torsiune din figura 3.103, ¢ si d, relatia
(3.111) capata formele:

2 M dx
I,

D
m, ,dx

;09 =-,f T
,

Op—@) =— (c)

A

Cum si in punctul D bara este incastrati si in consecintd @), = @', =0, relatiile
(c) devin:

. M-2a M-2a

e, Tar, o
o :_Mx,A -4a _Mx,A -2a
! GI, GI,,
Inlocuind expresiile lui g%, si @/, in ecuatia (b) se obtine:
M., -2a+(—M +MX,A)-2a+(—M +M,_,)2a o ©
G, G, Gl ,,

Din rezolvarea ecuatiei (e) rezulta:
I1,+1,

M —.
l,+21,

x,A

Odata nedeterminarea ridicata se poate trasa diagrama momentului de torsiune
M,, pe structura reala (fig. 3.103, e), incarcand sistemul static determinat ales cu
cuplul M si cu valoarea reald a momentului de legatura din incastrarea 4, sau prin

insumarea diagramelor M si m, 4, folosind valoarea obtinuta pentru M, 4.

Pe baza diagramei M, se poate calcula rotirea torsionald a oricdrei sectiuni a
barei, folosind relatia (3.111).
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3.5.6. Calculul arcurilor elicoidale cu pasul mic

Arcurile elicoidale sunt elemente foarte des folosite In constructia de masini i
sunt alcatuite dintr-o sarma, de cele mai multe ori cu sectiune circulard, care are
axa de forma unei elice cu pas constant. Elementele geometrice ale unui arc
elicoidal sunt:

—raza R a cilindrului pe care este Infasuratd axa sarmei;

— diametrul d al sectiunii sarmei;

—numarul » de spire ale resortului;

— pasul elicei p = 2nR tana (fig. 3.104, a).

a) b)

Fig. 3.104.

3.5.6.1. Determinarea tensiunilor si dimensionarea

Pentru a calcula eforturile sectionale din spira resortului se definesc mai intai
axele intrinseci ale sectiunii astfel (fig. 3.104, b):

— axa x: tangentd la axa spirei in sectiunea consideratd, in sensul de masurare
al arcelor;

— axa y: axa din planul sectiunii spirei continuta in planul tangent la suprafata
cilindrului definit de axa spirei; axa y face unghiul o cu directia generatoarei
cilindrului infasurator;
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— axa z: axa din planul sectiunii spirei perpendiculara pe planul tangent definit
de axele x si y; aceastd axa intersecteaza axa arcului (adicd a cilindrului
infasurator) sub un unghi drept.

Se reduce apoi forta F' (din urma sectiunii), in punctul unde axa z intersecteaza
axa arcului i se descompune, in acest punct, dupa directiile axelor x, y si z.
Deoarece axa z este perpendiculard pe axa arcului, deci §i pe directia fortei F,
aceasta va avea doar componentele (fig. 3.104, b):

Fy=Fsina; F,=F-cosa.
Reducand acum aceste doua forte in axa spirei se obtin urmatoarele eforturi
sectionale:
N=F,=F-sina; T,=0; I, =—-F,=—F-cosa,
M.=-F,R=-F-R-cosa; M,=-F+R=-F-Rsino; M.=0.
Daca unghiul o < 12° arcul elicoidal se considera cu pasul mic si se pot face
urmatoarele aproximatii:
sina =0; cosa=1.
In baza acestor aproximatii:

N=0;, T,=0, I.=-F; M,=-FR;, M,=0; M.=0.

Rezultd ca, in planul sectiunii

drepte a spirei se dezvoltd numai
T, eforturile sectionale M, si 7. asa cum
4 se poate vedea in figura 3.105.

Ca urmare, in punctele din planul
sectiunii drepte se dezvoltda numai
tensiuni tangentiale, ale caror variatii,
sunt redate in figura 3.105.

I

4
73

g~ U

In consecintd tensiunile tangen-

IV Lidd tiale Ty (calculate cu relatia (3.101))si
T, (vezi problema P.3.44), provocate

« da de solicitirii spirei arcului la torsiune,
respectiv  forfecare, se  aduna

Fig. 3.105. geometric. In punctele de pe dreapta

1-2 tensiunile au si aceeasi directie,
iar in punctul / ele au si acelasi sens. Rezulta ca in toate punctele / de pe toate
sectiunile spirei, tensiunea t are valoarea maximad, oricare din aceste puncte
putand fi punctul cel mai periculos din bara:
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M. AT
Tnax = Tﬁf;x +Tgax = = (3115)
w, 34
5 . . . 3 nd® . nd® .
In cazul in care sectiunea spirei este rotunda W,=—— si A= . Din

conditia de rezistenta (3.101) si relatia (3.115) rezultd formula de verificare a
arcurilor elicoidale:
T oo _IR 1+li <t,. (3.116)
w 3R

P

Se constatd cd, in cazul proiectarii, conditia de rezistentd, transformata in
relatie de dimensionare, contine doi parametri: d — diametrul sectiunii si R — raza
de infasurare a spirei. Din aceastd cauza pentru dimensionare fie se va alege d si
se va calcula R, fie invers.

In cazul in care se calculeazi d se observi ca ecuatia de dimensionare obtinuta
din conditia de rezistenta (3.116) este de gradul trei. Pentru a evita rezolvarea
acestei ecuatii se procedeaza astfel:

— se face o pre-dimensionare a sectiunii spirei numai la torsiune folosind
relatia (3.104) si se alege o dimensiune putin mai mare;

— folosind dimensiunile adoptate, se verifica in mod obligatoriu conditia de
rezistenta (3.116).

3.5.6.2. Calculul sagetii resortului

Se considera un element de spira de lungime ds la distanta s fatd de unul din
capetele arcului nedeformat. Cele doua axe z si z', din planele sectiunilor drepte ce
delimiteaza elementul de spird de lungime ds, intersecteaza axa arcului in punctele
D, respectiv D', situate la departarea X, respectiv X + dX de capatul arcului fatd de
care s-a masurat distanta s (fig. 3.106, a).

Dupa deformare, punctul D se deplaseaza pe axa arcului cu u, iar punctul D’
cu u + du (fig. 3.106, b). Deplasarea elementard du este consecinta deformarii
elementului de spird de lungime ds ca urmare a torsiunii, adica a rotirii elementare

o . d . e
a celor doua sectiuni ale sale cu unghiul do = E(pds (cu neglijarea unor cantitati

elementare de ordin superior)(fig. 3.106, b). Din figura rezulta:

du=R-@-ds,
ds
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Fig. 3.106.

. — d . .
Daca se neglijeaza efectul fortei tdietoare, E(P este rasucirea specificd care,
conform cu (3.109), are expresia:
dp M, FR
ds GI, GI,~

In concluzie, inlocuind expresia radsucirii specifice in cea a deplasarii du,
rezulta:
_FR’

du =
Gl,

ds,

sau, dupa integrare intre capetele resortului:

FR’
V=u, —i, :GTSH

P

unde s;_; este lungimea totala a axei spirei arcului, egald cu de » ori lungimea unei
spire a elicei. In cazul arcurilor elicoidale la care o < 12° pasul este mic, se poate
aproxima lungimea unei spire cu circumferinta cercului de infasurare si deci
s1-2 = 2nRn. Inlocuind in expresia sagetii resortului se obtine:

_ 2nFR’

= . 3.117
V=g " (3.117)
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In cazul arcului cu spira cu sectiune circulard, unde 7, = nd'/32, sigeata este:

_64FR’

o (3.118)

Intre intensitatea fortei F cu care arcul este solicitat si deplasarea elastica v
(sageata arcului), exista relatia:

F=hv, (3.119)

unde k£ este constanta elasticd a arcului si are ca unitdti de masurd N/m.

3.5.6.3. Sisteme static nedeterminate cu arcuri

Doua arcuri elicoidale, cu dimensiunile geometrice cunoscute, se asambleaza
ca in figura 3.107, a si sunt solicitate de o fortd F.

Se noteaza cu F) forta preluatd de arcul /, a carui constanta elastica este &, si
cu F, forta preluata de arcul 2 a cérui constanta elastica este k.

Pentru determinarea fortelor F si F>, se studiaza
mai intai aspectul static al problemei. Pentru acesta
se izoleaza nodul B, prin sectionarea arcurilor, §i se
obtine sistemul de forte din figura 3.107, b. Din
echilibrul acestuia rezulta:

Fi+F,=F. (a)

F,

—

Fy

Se constatd cd sistemul este o datd static
nedeterminat. Pentru rezolvarea lui se apeleazd la
aspectul geometric al problemei si se constatd ca,
intrucat punctul B este comun ambelor arcuri, exista
relatia de compatibilitate:

a) b)

VE=VI =V, . (b) Fig. 3.107.
Deoarece sagetile v; si respectiv v, nu sunt cunoscute, se folosesc relatiile
(3.118) si (3.119) — care exprima aspectul fizic al problemei — obtindndu-se o a
doua ecuatie:
F _F

Paays (©)

Rezolvand acum sistemul format din ecuatiile (a) si (c) se determina cele doua
forte:

157



SOLICITARI SIMPLE

(d)

Se constatd ca forta F' se distribuie celor doud arcuri proportional cu
coeficientii de rigiditate.

Observatie. Pentru ca un sistem static nedeterminat cu arcuri s fie proiectat
rational, este necesar ca toate arcurile care il alcatuiesc sd indeplineasca conditia
de rezistentd la limitd, adica arcurile sa fie toate solicitate la capacitatea lor
portantd. Pentru aceasta, arcurile trebuie executate cu lungimi diferite, din care
cauza la montaj vor apdrea tensiuni inifiale. Astfel, daca arcul 2 din figura 3.107,
a este mai scurt cu A decat arcul / atunci, aspectul geometric al problemei dat de
egalitatea (b) devine:

vi=wv—A. (e)

Aceasta egalitate Impreuna cu relatiile (a) si (c) permit determinarea lui F si F:

F=F ky -A kiky ; F,=F k, +A kiky . ®
k, +k, k +k, k +k, k, +k,

Prin egalarea cu eforturile capabile deduse din formula (3.116), se ajunge la un
sistem de ecuatii din care se determina valoarea optima a lui A si valoarea maxima
a fortei F' pe care o poate suporta sistemul de arcuri.

Probleme rezolvate

P.3.58. Bara ABCE din figura 3.108, a este actionata de cuplurile concentrate in B, C si E, ce
au acelasi brat, b = 0,3 m, iar intensitatea fortei = 13 kN. Stiind ca t, = 60 N/mm? si cd rasucirea
specificd admisibild (de/dx) = (1/4) °/m sda se dimensioneze bara si sa se adopte varianta
economica Intre cazul in care sectiunea este circulard plina si cazul In care sectiunea este inelard cu
d/D = 0,7 (fig. 3.108, c).

Daci se reduc cuplurile de forte in axa barei si se considerd S = Fb se traseazi diagrama
momentului de torsiune din figura 3.108, b. Se mentioneaza cé reprezentarea se face cu momentul
M, pozitiv deasupra axei barei (ca la forta taietoare).

Se constati ci intervalul cel mai solicitat este BC pe care M, =3 =3-13-0,3 = 11,7 kNm.

Pentru dimensionare se foloseste relatia (3.104) si se calculeazd mai intdi modulul de
rezistenta necesar la torsiune:

max
x

nec _|
Wy =
T

a

6
=&=1,95-105mm3.
60

Pentru sectiunea circulara:

158



SOLICITARI SIMPLE

F, /2
}17 4F 4‘22: o o
A. .ji;"B C 4'4---N3E x
4F
g F a)

a e a o 15a

M

@ : [ 5

3

Fig. 3.108.

_ D3 / . .10°
W;lm _ Tc161 — 1’95.105 :Dl =3 w =99,77 mm.
T

Se adopta D; = 100 mm si se face verificarea cu conditia de rezistenta (3.101):

max
|Mx

o _11,7-10°
"™ we w1000
16
Se face verificarea conditiei de rigiditate cu relatia (3.114):

M;nax . 6
[%Pj B | G) - 101004 =1,47-107° rad/mm >
max P 8,1104 . T

32

=59,58 N/mm? < 1, = 60 N/mm>.

> do :1~L-L:4,36~10'6rad/mm.
dx/, 4 180 1000

Deoarece conditia de rigiditate nu este indeplinita dimensionarea se face prin transformarea
relatiei (3.114) in formula de dimensionare:

M?ax . 6
e | ’ - 11’7 10 —=3,31-10" mm".
o do (8,1-10%)(4,36-10°°)
dx a

Din egalitatea:
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D ] 107
331107 =T = D, = #w ~135,5 mm.
T

Procedéand analog pentru sectiunea inelara se obtine:

3 4 3 5
W - 1—[1) = (12074 =19510°=> D = 5 m =109,33 mm.
16 D 16 n(1-0,7%)

Se adopta D =110 mm si d = 77 mm si se face verificarea conditiei de rezistenta:

6
= 1.,7-10 = =589 N/mm? < 1,
e 110°), (77
16 110
Se verifica si conditia de rigiditate:
M)l:’lax . 6
(%’j | - 1,7-10 — = 13210 " rad/mm > (%’)
ax . 4 a
ma p 8,1-104-71: 110 - 7
32 110

si se constatd cd nu este indeplinita, fapt pentru care se dimensioneazd bara din conditia de
deformatie impusa:

4 4
331.10" = 22 |:1—[£j =

32-3,31-107

=145, mm.
32 110

In final se adopta D = 146 mm si d = 102 mm.

Pentru adoptarea variantei economice se calculeazd consumul de material pentru cele doua
tipuri de sectiune:

— bara cu sectiune circulara plina:

2
3,50 = % -3,5-400 = 0,0201 m’;

v = nD;}

— bara cu sectiune inelara:

2 2 2 2
y o7 (4] | 35e = =461 (1920 55 400 = 0,012 m,
4 D 4 146

Se constata cd varianta cu sectiune inelard este mai convenabild, economia de material fiind de:

o2 imV _0,0201-0,012

100 = 40,3 %.
v, 0,0201
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P.3.59. O bari cu sectiune inelard, cu lungimea / = 1,3 m, transmite un moment de torsiune M,
= 430 Nm. Risucirea relativd a celor doud capete ale barei nu trebuie sd depaseasca 2,5°.
Cunoscand rezistenta materialului barei la torsiune 7, = 60 N/mm?” si modulul siu de elasticitate
transversal G = 8,1-10* N/mm?, si se determine diametrul interior si exterior al barei.

Din conditia de dimensionare la torsiune (3.104) rezulta:

-10° m L t-dt
BOA0_yam _ Ly D" =dT) 2
60 " 32

max

W = D* —d* =36499,53D.

Rotirea relativa a celor doud capete ale barei se calculeaza cu relatia (3.111):

M, -1 (430-10°)(1,3-10°)  70295,4 ;

(PI—Z = ; = 4 4
GI, (8,07~104)3£2(D4—d4) D" —-d

ad.

Aceasta valoare nu trebuie sa depaseasca valoarea impusa:
T
Qe = 2,5 —— =0,04363 rad.
180

Egaland cele doua valori rezulta:
D*—d* =1,61117-10°.
Rezolvand sistemul de doud ecuatii in care necunoscutele sunt D si d se obtine:

36499,53D = 1,61117-10° sau D = 44,14 mm.

inlocuind intr-una din cele doui ecuatii se obtine d =38,45 mm. In final se adoptd D = 44,2 mm
sid=384 mm.

P.3.60. Un arbore de transmisie are turatia n = 340 rot/min. El primeste prin intermediul rotii
2 o putere P, = 95 kW si pune in miscare masgini de lucru care consuma prin intermediul rotilor /
si 4 puteri egale P, = P, = 30 kW, iar prin intermediul rotii 3 puterea P; = 35 kW. Forma
constructivd a arborelui prevede rotile asezate langa lagare (fig. 3.109, @) pentru a nu solicita
arborele si la incovoiere. Sa se calculeze diametrul sectiunii circulare pline a arborelui daca

1, = 60 N/mm’ si (il—;)fj = 0,3%11$i lungimea [ intre rotile / si 2 astfel ca rotirea relativa @4 s3

fie nuld (G = 8,1-10* N/mm?).

Se considerd momentul motor M, , pozitiv (In lungul axei x). Cu formula (3.105) se determina
momentele de torsiune pe fiecare roata:
;5 30
M., =M_,=95510" - —— =842,65 Nm;
: - 340

M, =955-10° -=> — 983,09 Nm;
’ 340

M_, =955-10° RELR 2668,38 Nm.
’ 340

161



SOLICITARI SIMPLE

M, >
w, R— NN - 0
il M M:T
) ,03m | 03m
1825,64 Nm " 842,65 Nm
) [ 0
=
842,65 Nm
Fig. 3.109.

Cu ajutorul acestor valori s-a trasat diagrama M, din figura 3.109, b.

Dimensionarea se va face pe fiecare tronson pentru a obtine o forma economica a arborelui.
Deoarece pe intervalele / - 2 si 3 - 4 momentul de torsiune este acelasi M, = 842,65 Nm, cu
formula (3.104) se obtine:
nD’

=1,4044-10* =™ = )
16

_ 842,65-10°

nec
Wl’

Rezulta:

3
p- |16:14044-10° o)
T

Se adopta D;_, = D3 4 =42 mm si se determind tensiunea maxima efectiva pentru verificare:

g 842,65-10°
max A3

Tc.
16

=579 N/mm” < 1,

Deoarece conditia de rigiditate (3.114)

3
(d_q)j = (d_(pj = %104 =34,05-10"° rad/mm >
dx 1-2 3-4 (81-104) n-42
’ 32

~[de :(),3-i-—1 =5,24-10"° rad/mm
dx ). 180 1000
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nu este indeplinita, se dimensioneaza din conditia de deformatie impusa:

3 4
I;ec — 8442,65 10 — _ 1,9853106 — TCD
(8,1-10*)(5,24-10°°) 32

= D=67,06 mm.

Se adoptd Dy, = D; 4= 68 mm.
Pentru intervalul 2-3 din conditia de rezistenta rezulta:

3
D:3/16 1825,74-10 — 53,70 mm.
T

Se adopta D, ; = 54 mm care verifica conditia de rezistenta:
s 182574-10°
max T
16
Deoarece deformatia maxima relativa pe acest interval:

3
(d_(pj = L‘HOA‘ =27-10"%rad/mm > (%’) =5,24-10"° rad/mm,
4 (8,1.10“)(”'54 J “

=59 N/mm? < 1, = 60 N/mm’.

32
se face redimensionarea din conditia de deformatie impusa

3 4
pree - 182574°10° 45515400 :%:Dz 81,35 mm.

P (8,1-10%)(5,24-107%)

Se adopta D, ; = 82 mm.
Rotirea relativa intre rotile / si 4 se determina cu relatia (3.112):

1 l:_ Miizllfz MleH " Mj741374 }

Qs =7 -2 23 34
It I L

G

n-68*

4
%: 4,4387-10° mm®.

in care 111;2 = 1137’4 = =2,099-10° mm* si I§’3 =
Punand conditia ca ¢4 = 0 se obtine:

 842,65-10° -1 N 1825,74-10° -300 N 842,65-10° -300 _
2,099-10° 4,4387-10° 2,099-10°

din care rezulta / = 607 mm.

P.3.61. Un arbore cu diametrul D = 82 mm transmite miscarea la un alt arbore prin
intermediul unui angrenaj cilindric. Roata dintatd este montata pe arbore prin intermediul unei
pene paralele ce are dimensiunile precizate in figura 3.110. Stiind ca arborele are o turatie
n = 200 rot/min si otelul din care este confectionat are rezistenta admisibild t, = 40 N/mm?, iar
materialul penei t, = 60 N/mm?’ si se determine: a) momentul de torsiune capabil al arborelui;
b) momentul de torsiune maxim pe care pana poate sa-l transmitd; c) puterea pe care o poate
transmite asamblarea.
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K

I

S S o !

N

90—

Tl

Fig. 3.110.

Daca se neglijeazd sldbirea sectiunii arborelui provenitd de la canalul de pana atunci arborele
poate prelua urmatorul efort capabil:

3 3
M;‘ap :THW;f -1 .TCD —40- m-82

e =4,33-10° Nmm = 4,33 kNm. (a)

Pana este supusa la forfecare si:
T*"=4,-t,=22-90-60= 118,8-10° N =118,8 kN.
Daca se reduce aceasta forta in axul arborelui se obtine un moment de torsiune egal cu:

Mm.o=1. 211889982 _ 4 q71Nm (b)
: 2 2

Pana este solicitata si la strivire, 7°” producand pe suprafata de contact o tensiune normala
egala cu:

T 1188-10°

sir =220N/mm2 < 6" =20, = 2(2t,) = 4-60 = 240 N/mm".
4 6-90

()

str

Momentul de torsiune pe care il poate transmite asamblarea este momentul minim dintre

M {* calculat cu relatia (a) si M, calculat cu relatia (b): M _ . =4,33 kNm. in consecintd puterea

pe care o poate transmite asamblarea este:
M, . n 433107200

P= = - =90,68kW.
9,55-10 9,55-10

P.3.62. Bara din figura 3.111, a are sectiunea inelari (@/D = 0,7). Cunoscand A7 = 2,5 kNm,

1, = 60 N/mm?%, G = 8,1 -10* N/mm?, si se dimensioneze bara si s se calculeze rotirea sectiunilor
CsiE(a=0,4m)

Se constata ca sistemul este static nedeterminat la torsiune, bara ACEB fiind incastratd la ambele
capete. Se suprima incastrarea la torsiune din A4 si se obtine forma de baza din figura 3.111, b.

Se incarcd forma de baza cu cuplurile 277 si S si se traseaza diagrama M ! (fig. 3.111, c), apoi se
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incarca forma de baza cu momentul de torsiune necunoscut M, 4 si se traseaza diagrama m, 4 (fig. 3.111, d).

278, poua
A C E B
_ 2a | Sa e 3a R
Mg, 2 s b)
A C E B
2
# 'IIIIIIIIIIIIIITI%‘
. <)
A C2ar ar E B
Mala c : sk
ey
M.,
0.7,
@ A : )33 &
C E@LLLL[—JJJJJJLLLLL
i 13 03
Fig. 3.111.

Sistemul static determinat (forma de baza) din figura 3.111, b, solicitat atat de cuplurile
exterioare cat si de momentul axial M, 4, trebuie sa se comporte identic cu sistemul real din figura
3.111, a. In consecinta:

oY +9, =0, (a)
in care:
B 0
M dx 1 13Ma
0l gl = [ (OM 50+ M-3a)=— , b
Py=0p =Py J;G]p GI,,( ) Glp (b)

este rotirea la torsiune a sectiunii 4 produsi de cuplurile exterioare (¢ =0, in B bara este
incastratd);

' ’ ' jimx,Adx IOMx 44
Ci=0p —0, =~ = ’
Gl, GI

A

(©)

P
este rotirea la torsiune a sectiunii 4 produsd de M, 4 (¢, =0, in B bara este incastrata).
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Se introduce (b) si (c) 1n (a) si se rezolva ecuatia obtinuta> Rezulta:
M, ,=13M,

ceea ce dovedeste ca momentul M, 4 are sensul ales initial.
Cunoscand valoarea reald a momentului din sectiunea A4, se incarca forma de baza cu cuplurile
exterioare §i cu M, ,=1 357IZ° si se traseaza dlagrama momentului de torsiune M,, pe sistemul real.

Momentul maxim are valoarea M ™ =-13M =-13-2,5=-325kNm. Aplicand (3.104) se
obtine:

max

M’ 106 ) 3 4
e 32510 = 5417-10* =pém =N (4]
? T 60 ’ 16 D

a

Avand in vedere ca d/D = 0,7, rezulta: D = 71,33 mm. Se adoptd D =72 mm si d = 50 mm.
Se face verificarea conditiei de rezistenta:

o 3,25-10°
Tfnax = 4
n-72° R
16 72

Cu relatia (3.111) se determina rotirile:

=57,78 N/mm’< t,.

CM.dx 13M -2a 2,6Ma
Pe =0, = _.[ = =

= Qp == =-4,135-10""rad,
Y GI, GI, GI

p

deoarece ¢, = 0.

de 0,3M -3a 0,9Ma
e e

L= = _1,431-107 rad,
®e =6

P

deoarece @z = 0.

P.3.63. Sa se dimensioneze arcul unei supape de sigurantd (fig. 3.112) si sa se determine
sdgeata cu care el trebuie montat astfel ca supapa sd se deschida cand presiunea fluidului din
recipient este p = 2,5 N/mm’. Se cunosc: raza de infasurare a arcului R = 30 mm, numdrul de spire

= 8, modulul de elasticitate transversal G = 8,3-10* N/mm’, diametrul scaunului supapei
D, =40 mm, rezistenta admisibila a materialului t, = 320 N/mm>.
Forta care solicitd arcul este:
nD? n-40°

F=p— =25 =""—=31415N.

Folosind relatia (3.104) se face o predimensionare a spirei arcului la torsiune:

3
e JFR 3141930 0 _[16-29452 144 mm
’ T 320 ’ 16 n

a
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Se adoptd d = 12 mm si se face verificarea conditiei

de rezistenta cu relatia (3.116): R
max 3141’5—930 1+l£ :314,8N/mm2 @
n-12° 330
16 W @
Se constatd ¢a Tyay < T, = 320 N/mm?. ¥
Pentru ca supapa sia se deschidd la presiunea Al ;
p =25 N/mm?®, arcul trebuie si aiba la montaj sigeata: E Wﬁ //7{7\-/‘1 S|
=l
64 -(3141,59)(30°)(8
v= J0)E) _ 25,2 mm Fig. 3.112.

(8,3-10*)(12%)
calculata cu relatia (3.118).

P.3.64. Grinda BCDE din figura 3.113, a este nedeformabila (are rigiditate infinitd), iar cele
doud arcuri au urmatoarele caracteristici: R; = 50 mm, d; = 25 mm, n; = 11 spire, respectiv
R, = 60 mm, d, = 20 mm, n, = 14 spire. Stiind ca cele doua arcuri sunt confectionate din acelasi
material cu t, = 300 N/mmz, G = 8,1-104 N/mm? si se determine forta maxima Fy,,, pe care
sistemul o poate suporta si conditiile ce trebuie impuse ca sistemul sa fie economic.

Pentru determinarea lui F,,,x este necesar ca mai intdi sa se determine fortele ', respectiv F,

o

oy
U
F F F
E'
C D
- E
B B C D H—> E
B’ - C' . D
+= 2 Vo F,
< 2a e 3a 2a R o 2a 3a S 2a
a) b)
Fig. 3.113.

care solicita cele doud arcuri. Pentru aceasta se izoleaza grinda BCDE si se introduc fortele F si
F,, precum si fortele de legatura din articulatia D (fig. 3.113, b). Din ecuatia de moment fata de
punctul D, care reprezinta aspectul static al problemei, rezulta:

3F, +2F,=5F (a)

Se constata ca sistemul este o data static nedeterminat (o ecuatie cu doua necunoscute). Din
aceastd cauzd se apeleaza la aspectul geometric. Astfel, deoarece bara BE are rigiditatea infinita,
sub actiunea fortei F si a celor de legaturd, ea se roteste in jurul articulatiei D. Deoarece
deformatiile sunt mici se poate considera ca punctele B, C si E se deplaseazi pe verticala (fig.
3.113, a).
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Din asemanarea triunghiurilor DCC' si DEE' se deduce:

_CC'—S_a—E—V_‘ (b)
EE' 2a 2 v, '

deoarece CC' = vy, iar EE' = v,.
In baza relatiei (3.119) F) = kv, si F, = kyv, care introduse in (b) formeazd impreund cu
ecuatia (a) sistemul:

3F, +2F, =5F
H k3 ©
k, F, 2

Din rezolvarea acestuia se obtine:

0k

5F 3k F

F=— P
3+—-2% 3+—-2%
3k 3k
Deoarece:
4 3 4 3
by _(dy)| m (R _(20 ﬂ(ﬂ =0,1862
k \d ) n \R, 25) 14 (60
rezulta: F,=1,539F; F,=0,191F. (d)

Folosind relatia (3.115) se determina eforturile capabile pentru cele doud arcuri:

7-25°-300 7-20% -300

— e T ISTIN, B = —— =
16-50-| 1+-=> 16-60-| 1+~
[ 350) ( 360)

Din conditia F} < F"”< 1,539F < 15778,1 se obtine F’ = 102522 N, iar din conditia
F, <F;?< 0,191F £ 7068,6 se obtine "= 37008,4 N. Forta maximé pe care o poate suporta

sistemul analizat este Fi,x = min[F% F”] = 10252 N.

Daca sistemul se solicitd cu Fy,x = 10252 N in arcul / tensiunea maxima va fi T,y | = T, =
300 N/mm?, pe cand in arcul 2, Ty, » = 83,1 N/mm? << t,. Pentru ca arcurile si fie solicitate la
capacitatea lor portantd, arcul 2 se realizeaza mai scurt cu A mm. In felul acesta, la montaj, arcul /

Ff = = 7068,6 N.

este solicitat la compresiune de o forta F"*", iar arcul doi la intindere de o forta F,"" . Dupd
solicitarea sistemului cu forta F cele doud arcuri sunt solicitate de fortele F, = F, —F"",

respectiv F, = F, + F,""" . Pentru determinarea lui A si a fortei maxime F,  se procedeazi

similar, folosind cele trei aspecte ale problemei:
- aspectul static

3F, +2F, =5F;
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- aspectul geoemetric

CC 20N oy —3v-3a;

EE' 2a v, -A

- aspectul fizic
F =kyv, ; F, =kyv,.

Combinand cele trei aspecte rezulta:

10k,

. 2k,A X
342 342 3+4--2 34+--2%
k, 3k, k, 3k,

Din conditiile la limita:
F =F"
F, = F*
se obtine sistemul:
1,539F —41,23A =157781
0,191F + 61,85A = 7068,6

o =12296,6 N si A =76,3 mm.
Se constata ca, pe langd faptul ci arcurile sunt solicitate la capacitatea lor portanta, sistemul
suporta o incdrcare mai mare cu 16%.

. .
care, prin rezolvare, conduce la: F,

Probleme suplimentare

P.3.65. Consola din figura 3.114 de sectiune circulara este actionatd de doud cupluri. Cunoscand
forta F'= 8 kN, bratul b =0,4 m, a = 0,5 m, t, = 60 N/mm?, (de/dx), = 0,3 °/m sa se dimensioneze
tronsoanele consolei si sa se calculeze rotirile din sectiunile 4 si B (G = 8,1-10* N/mm?).

3F O @7 G)
17./a g CR
Sz = =
IF
2l 28 +
_ 040im  |025m
Fig. 3.114. Fig. 3.114.

169



SOLICITARI SIMPLE

P.3.66. Roata 2 a arborelui din figura 3.115 primeste o putere P = 70 kW si o transmite mai
departe astfel, 40% din P prin roata / si 60% din P prin roata 3. Cunoscand turatia arborelui
n = 240 rot/min, (dg/dx), = (1/4) °/m si 1, = 60 N/mm’ si se dimensioneze arborele stiind ci are
sectiune inelard (d@/D = 0,7) si si se calculeze rotirea relativa intre rotile / si 3 (G = 8,1-10* N/mm?).

3 33 27 I

Fig. 3.116.

P.3.67. Bara dublu Incastratd din figura 3.116 are sectiune circulard d = 64 mm. Stiind ca
a= 0,4 m, (dg/dx), = (1/4) °/m si 1, = 60 N/mm” si se determine valoarea lui 7 (G = 8,1-10* N/mm?).

<

2a a

x
C D
: { i Jo
» 3a

A4
A
v

>

Fig. 3.117.

P.3.68. in sistemul din figura 3.117 bara BCDE are rigiditate infinita si este articulatd in B.
Arcul /, la montaj, este mai scurt cu A = 35 mm. Stiind ca arcul / are R; = 40 mm, d; = 18 mm,
ny = 12 spire, iar arcul 2 are R, = 60 mm, d, = 20 mm, ny= 10 spire sa se determine: a) eforturile in
arcuri din montaj; b) rotirea barei BE dupa montaj; c) forta F,,, pe care o suportd sistemul dupa
montaj (t, = 300 N/mm?, G = 8,1-10* N/mm?).
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4. NOTIUNI DE TEORIA ELASTICITATII

4.1. ECUATIILE DE ECHILIBRU

S-a aratat 1n capitolul 1.5 ca, sub actiunea fortelor exterioare efectiv aplicate
asupra unui corp $i a miscdrii acestuia, in interiorul sdu se dezvoltd o stare de
tensiuni care este complet definitd dacd se cunosc componentele tensorului
tensiunilor T, (vezi relatia (1.3)) Intr-un punct P din interiorul corpului. Aceste
tensiuni nu au aceeasi valoare in fiecare punct decét in cazul unei stiri omogene
de tensiuni.

Considerand ca tensiunile variaza de la un punct la altul, atunci, daca pe una
din fetele unui element de volum dV = dxdydz, izolat din corp, de exemplu fata cu
normala x, actioneazd tensiunile o, T, T.. (fig. 4.1), pe fata opusa actioneaza
aceleasi tensiuni plus cresterile respective datorate cresterii lui x cu dx, adica

0G ot
tdx, T, +——dx, T+

ox Ox ox
pe fetele cu normala y, respectiv z.

Tensiunile dau nastere unor forte care au directia tensiunii respective si
marimea egald cu produsul dintre valoarea tensiunii §i suprafata pe care
actioneazd. Neludnd in considerare fortele masice, sistemul de forte care se
dezvoltd pe cele sase fete ale elementului de volum considerat trebuie sa fie in
echilibru. Scriind ecuatia de proiectie pe axa Px se obtine

aT Xz

c, + dx . In mod analog se stabilesc tensiunile si

oo o,
o, +—=dx|-dy-dz—-o, -dy-dz+| 1 +—=dy |-dx-dz—
T ] oy

ot

—ryx~dx'dz+(rzx +—= dzj‘dx'dy—rzx‘d)vdyzo,

z

din care rezultd urmatoare ecuatie diferentiala:
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