
 

 

 

 

 

 

Elemente de mecanică şi rezistenţa materialelor 

 folosite în ingineria mecanică 
 

 

 

 

 

 

 Mecanică teoretică 

o Statica sistemelor de forţe aplicate solidului rigid 

o Echilibrul solidului rigid acţionat de forţe 

o Legăturile solidului rigid 

o Statica sistemelor de corpuri  

o Grinzi cu zăbrele plane 

 

 Rezistenţa materialelor 

o Tensiuni şi deformaţii 

o Solicitările simple ale barelor drepte 

o Teorii de rezistenţă 

o Solicitările compuse ale barelor drepte 

o Flambajul barei drepte comprimate 

o calculul plăcilor subţiri de revoluţie în teoria de membrană 

o Solicitări variabile 
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2. STATICA PUNCTULUI MATERIAL 
 
 
2.1. PUNCTUL MATERIAL LIBER 

    
Un punct material este considerat liber atunci c`nd poate ocupa orice 

pozi\ie ]n spa\iu, nestingherit din punct de vedere geometric de alt corp. 
Din punct de vedere matematic coordonatele punctului P, (x, y, z) pot 

varia independent ]ntre ele. 
A=adar punctul material liber are trei 

grade de libertate materializate prin cei 
trei parametri (coordonatele scalare  x, y, 
z). Pozi\ia punctului material este definit[ 
de vectorul de pozi\ie r : 

                r   x i y j z k      (2.1) 

]n care i , j , k  reprezint[ versorii axelor 

sistemului de referin\[ Oxyz (fig. 2.1). 
Se poate observa c[ ]n cazul punctului 

material, for\ele care ac\ioneaz[ asupra 
lui sunt, din punct de vedere matematic, vectori lega\i de acest punct. 
Rezult[ c[ for\ele care ac\ioneaz[ asupra punctului material sunt for\e 
concurente. 

 
 
2.1.1. Transformarea sistemelor de forţe concurente 
 
Deoarece sistemele de for\e ce ac\ioneaz[ asupra unui punct material 

sunt sisteme de for\e concurente, transformarea lor ]n sisteme de for\e 
echivalente simple se face utiliz`nd principiul paralelogramului. }n baza 

acestui principiu, efectul mecanic a dou[ for\e ( 1F , 2F ) ce ac\ioneaz[ asupra 

unui punct material P este acela=i cu efectul unei singure for\e, egal[ cu 
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rezultanta vectorial[ R  1F  2F , a acestora, av`nd m[rimea =i direc\ia 

diagonalei mari a paralelogramului construit cu cele dou[ for\e ca laturi (fig. 
2.2). M[rimea for\ei rezultante se determin[ cu rela\ia: 

  ),cos(2 2121

2

2

2

1 FFFFFFR  , (2.2) 

iar direc\ia ei poate fi dedus[ din egalit[\ile: 

   
),sin(),sin(),sin( 21

1

1

2

2

1

FF

R

FR

F

FR

F
 . (2.3) 

Rezult[ c[ orice sistem de for\e ce ac\ioneaz[ asupra unui punct material 
poate fi transformat, din aproape ]n aproape, ]ntr-o for\[ echivalent[. 
 Metoda   paralelogramului,   extins[   ]n   metoda   poligonului   for\elor 
(fig. 2.3), este o metod[ greoaie, mai ales ]n cazul ]n care sistemele de for\e 

con\in foarte multe for\e. Din aceast[ cauz[, pentru calculul rezultantei R  
se utilizeaz[ metoda analitic[. Astfel: 

   R   


n

i
iF

1

  i 


n

i
ixF

1

 j 


n

i
iyF

1

 k 


n

i
izF

1

,  (2.4) 

]n care Fix, Fiy, Fiz reprezint[ proiec\iile for\ei iF  pe axele sistemului de 

referin\[ Oxyz, iar n num[rul for\elor aplicate punctului P.  
  
Dac[ se noteaz[: 

   R   i X j Y k Z , (2.5) 

unde X, Y, Z reprezint[ proiec\iile vectorului R  pe axele sistemului de 
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referin\[ Oxyz, atunci componentele vectorului rezultant sunt: 

   X  


n

i
ixF

1

 ; Y  


n

i
iyF

1

 ; Z  


n

i
izF

1

.  (2.6) 

}n consecin\[, orice sistem de for\e care ac\ioneaz[ asupra unui punct 
matrerial poate fi ]nlocuit cu o for\[, echivalent[ din punct de vedere 
mecanic, aplicat[ punctului material, egal[ cu rezultanta sistemului de for\e: 

   F  R   


n

i
iF

1

. (2.7) 

Rezult[ c[ dou[ sisteme de for\e iF  =i jF  (i 1,2, ..., n; j 1,2, ..., m), 

aplicate independent asupra unui punct material, sunt echivalente (au acela=i 
efect mecanic asupra punctului material) dac[ au aceea=i rezultant[: 

   R   R  ;      ( R   


n

i
iF

1

 ; R    


m

j
jF

1

). (2.8) 

 
 
 
2.1.2. Echilibrul punctului material liber 
 
Punctul material liber este punctul material care poate ocupa orice 

pozi\ie ]n soa\iu. 
Problema echilibrului unui punct material liber, ac\ionat de un sistem de 

for\e, se rezolv[ folosind principiul iner\iei prezentat ]n paragraful 1.2. 
Av`nd ]n vedere acest principiu, precum =i modalit[\ile de determinare a 

rezultantei unui sistem de for\e aplicat asupra unui punct material, se poate 
enun\a urm[torul adev[r: condi\ia necesar[ =i suficient[ ca un punct material 
liber aflat ini\ial ]n repaus fa\[ de un sistem de referin\[ dat s[ r[m`n[  ]n  
aceea=i  stare  =i  dup[ ce i se aplic[ un sistem de for\e (adic[ s[ r[m`n[ ]n 
echilibru sub ac\iunea sistemului de for\e dat) este ca rezultanta vectorial[ a 
sistemului de for\e s[ fie nul[. Aceast[ condi\ie se exprim[ vectorial astfel: 

   R   


n

i
iF

1

  0, (2.9) 

iar scalar: 
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   X  


n

i
ixF

1

 0 ; Y  


n

i
iyF

1

 0 ; Z  


n

i
izF

1

  0.  (2.10) 

Dac[ toate for\ele ce alc[tuiesc sistemul de for\e au suporturile 
coplanare atunci condi\ia (2.10) fa\[ de un sistem de referin\[ convenabil 
ales (de exemplu planul Oxy s[ coincid[ cu planul for\elor) se reduce la:  

   X  


n

i
ixF

1

 0 ; Y  


n

i
iyF

1

 0.  (2.11) 

Av`nd ]n vedere faptul c[ for\ele ce ac\ioneaz[ asupra punctului 
material sunt vectori lega\i, ele depinz`nd, ]n general de pozitia punctului 
material, condi\iile scalare (2.10) =i (2.11) devin ]n orice problem[ de statica 
punctului material liber, trei ecua\ii de proiec\ie (2.10), respectiv dou[ 
ecua\ii de proiec\ie (2.11), adic[ devin ecua\ii de echilibru. 

Necunoscutele ce intervin ]n aceste ecua\ii pot fi de natur[ geometric[ 
=i/sau fizic[. 

Necunoscutele geometrice sunt cele legate de pozi\ia de echilibru a 
punctului material fa\[ de un sistem de referin\[ (coordonatele punctului 
material ]n sistemul de referin\[ ales), cele de natur[ fizic[ sunt legate de 
sistemul de for\e ce ac\ioneaz[ asupra punctului material (intensitatea 
for\elor). Din aceste motive, problema echilibrului punctului material 
]mbrac[ diferite forme. Astfel: 

a) dac[ sistemul de for\e ce ac\ioneaz[ asupra punctului material este 
complet definit, atunci ca necunoscute ]n ecua\iile (2.8), respectiv (2.9) apar 
parametrii (coordonatele) ce determin[ pozi\ia de echilibru a punctului 
material (problema direct[); 

b) dac[ pozi\ia de echilibru a punctului material este cunoscut[, se 
impune determinarea intensit[\ii for\elor care ac\ioneaz[ asupra lui pentru 
ca el s[ r[m`n[ ]n pozi\ia precizat[ (problema indirect[). 

c) dac[ nu se cunoa=te pozi\ia de echilibru =i nici sistemul de for\e ce 
ac\ioneaz[ asupra punctului material nu este complet definit atunci 
problema ]mbrac[ aspectul mixt, fiind necesar s[ se determine at`t pozi\ia de 
echilibru prin parametrii respectivi, c`t =i o parte din for\e, cele 
necunoscute. 

Se poate constata cu u=urin\[ c[ problema direct[ are solu\ie dac[ 
sistemul de ecua\ii este compatibil, problema este static determinat[; ea nu 
are solu\ie c`nd sistemul de ecua\ii este incompatibil =i are o infinitate de 
solu\ii c`nd sistemul de ecua\ii este nedeterminat. 

Problema indirect[ este, ]n general, static nedeterminat[. 
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2.2. PUNCTUL MATERIAL LEGAT 
 
Atunci c`nd, din anumite motive, mi=carea unui punct material este 

st`njenit[ (restr`ns[), el fiind obligat s[ r[m`n[ tot timpul fie pe o suprafa\[, 
fie  pe  o  curb[  sau  ]ntr-o  anumit[ pozi\ie ]n spa\iu, spunem c[ punctul 
material este supus la leg[turi. 

Din punct de vedere geometric punctul material liber are trei grade de 
libertate (v.par. 1.1). Orice leg[tur[ aplicat[ punctului material ]i mic=oreaz[ 
num[rul gradelor de libertate.  

Astfel un punct material obligat s[ r[m`n[ pe o suprafa\[ solidar legat[ 
cu reperul de referin\[ are dou[ grade de libertate, deoarece ]ntre cei trei 
parametrii (x, y, z) care determin[ pozi\ia punctului exist[ o rela\ie dat[ de 
ecua\ia ce define=te suprafa\a ]n acela=i sistem de referin\[: 

   f(x, y, z)  0. (2.12)  

Un punct obligat s[ r[m`n[ pe o curb[ solidar legat[ de sistemul de 
referin\[ are un singur grad de libertate deoarece cei trei parametri (x, y, z) 
ce definesc pozi\ia punctului material, trebuie s[ satisfac[ cele dou[ ecua\ii 
ce definesc curba ]n sistemul de referin\[ ales: 

   







0),,(

0),,(

zyxg

zyxf
 . (2.13) 

 Un punct obligat s[ nu-=i schimbe pozi\ia fa\[ de sistemul de referin\[ 
ales nu mai are nici-un grad de libertate. 

Din punct de vedere fizic, se observ[ c[ orice leg[tur[ a unui punct 
material cu reperul de referin\[ ales se manifest[ ca o ac\iune din partea 
acestuia asupra punctului material, denumit[ reac\iune. 

}n consecin\[,  pentru studierea echilibrului punctului material legat, se 
aplic[ principiul for\elor de leg[tur[. 

}n baza acestui principiu, orice leg[tur[ (care impune restric\ii de natur[ 
geometric[ punctului material) poate fi ]nlocuit[ prin echivalentul ei 

mecanic  prin for\e.  
Dup[ eliminarea leg[turii =i ]nlocuirii ei cu for\e, numite for\e de 

leg[tur[, punctul material poate fi asimilat unui punct material liber, care 
]ns[, r[m`ne cu restric\iile de natur[ geometric[ impuse de leg[turi. 

Fie iF  (i1,2, ..., n) sistemul de for\e efectiv aplicate asupra punctului 
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material =i jF  ( j1,2, ..., m) sistemul de for\e de leg[tur[. Condi\ia de 

echilibru a punctului material (2.9) devine: 

   R R  0  (2.14)  

]n care R  


n

i
iF

1

 =i R  


m

j
j

1

F . 

Rela\ia vectorial[ (2.14) se transpune ]n trei ecua\ii scalare. Aceste 
ecua\ii se completeaz[ cu ecua\iile de natur[ geometric[ (2.12) sau (2.13) ]n 
func\ie de tipul leg[turii pe care o are punctul material. 

 
 
2.2.1. Punctul material legat de o suprafaţă 
 
}n cazul punctului material legat de o suprafa\[ rezultanta for\elor de 

leg[tur[ R  se descompune ]ntr-o for\[ N  dirijat[ dup[ direc\ia normalei n  

la suprafa\[ ]n punctul P =i ]n for\a T  ce are suportul cuprins ]n planul 
tangent la suprafa\[ ]n punctul P (fig. 2.4). 

For\a N  este numit[ for\[ de leg[tur[ normal[ sau reac\iune normal[. Ea 
are punctul de aplica\ie ]n P, suportul dirijat dup[ normala n  la suprafa\[ ]n 

punctul P. Sensul reac\iunii normale N  este definit ]n func\ie de tipul 
leg[turii pe care o poate avea punctul. 

}n figura 2.5, a este prezentat[ o leg[tur[ unilateral[ a punctului P. }n 

acest caz for\a de leg[tur[ normala N  are sensul bine definit, determinat de 
sensul posibilit[\ii de mi=care a punctului P dup[ direc\ia normalei n  la 
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suprafa\[. }n cazul leg[turii bilaterale, figura 2.5, b, sensul lui N  se alege 
apriori, urm`nd ca acesta s[ rezulte din calcul (prin semnul m[rimii scalare 

a intensit[\ii reac\iunii normale N ). 

M[rimea reac\iunii N  poate lua orice valoare ]n mod teoretic (N  0 ]n 

cazul  leg[turii unilaterale, N  0  sau N  0 ]n cazul leg[turii bilaterale), 
deoarece ]n mecanica teoretic[ corpurile sunt considerate rigide perfecte. 

For\a T , denumit[ for\[ de leg[tur[ tangen\ial[ sau for\[ de frecare, 
este generat[ de rezisten\a la alunecare a punctului pe suprafa\a de sprijin, 
rezisten\[ cauzat[ de frecare. Are punctul de aplica\ie este ]n P, direc\ia 
cuprins[ ]n planul tangent la suprafa\[ ]n punctul P =i sensul invers tendin\ei 
de mi=care a punctului P pe suprafa\[.  

Experimental  s-a  constata  c[ m[rimea for\ei de frecare T  nu poate 
dep[=i o valoare limit[ T l:  

   T  T l.  (2.15) 

Tot experimental s-a constatat c[: 

   T l N. (2.16) 

}n rela\ia (2.16) factorul de propor\ionalitate  este un coeficient 
adimensional, denumit coeficient de frecare la alunecare. 

Coulomb a constatat experimental c[ acest coeficient  depinde de: 

 natura corpurilor ]n zona de contact; 

 gradul de prelucrare a suprafe\elor corpurilor ]n zona de contact; 

 existen\a sau lipsa unui material interpus ]ntre cele dou[ corpuri; 
=i nu depinde de: 

 m[rimea suprafe\elor de contact; 

 viteza relativ[ a corpurilor. 
Aceste observa\ii sunt cunoscute sub denumirea de legile lui Coulomb. 

Ele au fost ]ns[ criticate, ]n special independen\a coeficientului  de 
m[rimea for\ei de leg[tur[ normale =i de viteza relativ[ a celor dou[ corpuri 
care alunec[ unul fa\[ de cel[lalt. 

Cercet[ri ulterioare au demonstrat c[ pentru valori foarte mari ale 

reac\iunii normale N ,  nu mai este constant ci cre=te foarte lent cu N. De 

asemenea, Galton a demonstrat c[  depinde de viteza relativ[ a celor dou[ 
corpuri, valoarea lui sc[z`nd sensibil cu cre=terea vitezei relative. }n aceast[ 

situa\ie coeficientul de frecare corespunz[tor vitezei v  0 se nume=te 
coeficient de aderen\[.  

Coeficentul de frecare  mai depinde de temperatura corpurilor ]n 
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contact =i de timpul c`t au stat corpurile ]n contact. 
Cu toate acestea, legile frec[rii r[m`n valabile ]n cadrul valorilor pe care 

le-a experimentat Coulomb. 

Coeficientul de frecare  se determin[ experimental cu ajutorul unui 
aparat  numit tribometru. Un  exemplu de tribometru este reprezentat de un 

plan ]nclinat ce poate s[-=i modifice ungiul de ]nclinare  (fig. 2.6).  

Se constat[ c[ pentru valori ale unghiului  cuprinse ]ntre 0 =i o valoare 
limit[, punctul material r[m`ne ]n repaus. Acesta se explic[ prin faptul c[ 

rezultanta for\elor de leg[tur[R face echilibrul greut[\ii G .  

Fie  valoarea unghiului  la care mi=carea punctului material ]ncepe s[ 

se produc[. Deci pentru    punctul material r[m`ne ]n repaus, iar pentru              

  punctul material ]ncepe s[ lunece. 
Se poate constata c[: 

   tg  
N

T
  (2.17) 

=i dac[ avem ]n vedere rela\ia (2.16) rezult[: 

   tg   

Din cele prezentate se observ[ c[ ]n cazul punctului material legat de o 
suprafa\[, condi\ia de echilibru este ]ndeplinit[ dac[ rezultanta for\elor de 

leg[tur[ R  face echilibrul rezultantei for\elor efectiv aplicate R . Dac[ se 
\ine seama de rela\ia (2.18), pentru ca echilibrul unui punct material s[ 
subziste, ]ntr-o anumit[ pozi\ie pe o suprafa\[, trebuie ca direc\ia rezultantei 

for\elor active R  s[ fie cuprins[ ]n interiorul unui con circular drept, 
denumit con de frecare, cu axa de simetrie dup[ direc\ie normalei la 

 

R  
 N 

T 


 G 

Fig. 2.6. 

 




R  

R 

Fig. 2.7. 
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suprafa\[ ]n pozi\ia de echilibru =i cu unghiul la v`rf egal cu 2 (fig. 2.7). 
Situa\ia limit[ corespunde cazului c`nd rezultanta for\elor efectiv aplicate 

R  are direc\ia unei generatoare a conului (). 
Deoarece pe l`ng[ necunoscutele principale ale problemei, parametrii x, 

y, z ai pozi\iei de echilibru, apar =i necunoscute secundare – una este 

m[rimea scalar[ a reac\iunii normale N  =i dou[ sunt: direc\ia =i m[rimea 

for\ei de frecare T (]n cazul general ]n spa\iu), ecua\iile de echilibru ale 
punctului material P legat de o suprafa\[ se scriu astfel: 

 }n acest caz problema are aspect mixt: se caut[ pozi\ia de echilibru, 
precum =i intensitatea  for\elor de leg[tur[. 

Exprimarea analitic[ a condi\iei fizice de echilibru. Considera\iile 
geometrice f[cute anterior permit s[ se exprime condi\iile de echilibru cu 
frecare ]ntr-o form[ foarte general[. 

Fie ecua\ia suprafe\ei dat[ de rela\ia (2.12). Se =tie c[ gradientul unei 
for\e: 

  f  grad f  k
z

f
j

y

f
i

x

f












  (2.20) 

reprezint[ un vector care are direc\ia normalei n  la suprafa\[. La echilibru, 

unghiul dintre acest vector =i rezultatnta for\elor efectiv  aplicate R   i X
j Y k Z, trebuie s[ fie mai mic dec`t unghiul  al conului de frecare. 

Din produsul scalar al celor doi vectori: 

   R f   cosfR   (2.21) 

rezult[: 

  cos 
fR

fR




 (2.21) 

sau ]n func\ie de proiec\iile pe axe ale celor doi vectori: 

fizic[)(conditia                       

)geometric[(conditia              

static[)(conditia        

NT

zyxf

TNF
n

i
i







0),,(

0
1 (2.19) 
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  cos
222

222 











































z

f

y

f

x

f
ZYX

z

f
Z

y

f
Y

x

f
X

 (2.22)

Dac[ m[sura unghiului dintre vectorul rezultant R  =i normala la 

suprafa\[, m[s ( R , f ) /2  cos 0, iar dac[ m[s ( R , f ) /2 

  cos
Din această cauză, în continuare vom considera cos  a cărui valoare 

este: 

222
222

cos















































z

f

y

f

x

f
ZYX

z

f
Z

y

f
Y

x

f
X

 

Pentru echilibru trebuie ca ≤  şi deci cos  ≥ cos Av`nd ]n vedere 

c[ tg cos 
21

1


, condi\ia de echilibru se scrie: 


222

222 











































z

f

y

f

x

f
ZYX

z

f
Z

y

f
Y

x

f
X


21

1


.  (2.23) 

Leg[turi ideale sunt leg[turile pentru care se neglijeaz[ frec[rile, =i deci     

T  0, situa\ie ]n care suprafa\a de care este legat punctul material se 
nume=te suprafa\[ lucie. }n acest situa\ie, din prima ecua\ie (2.19) rezult[: 

   R N   0  (2.24) 

=i cum se poate scrie: 

   N   f  grad f ,  (2.25) 

rela\ia (2.24) devine: 
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  R    f   0.  (2.24) 

Aceast[ ecua\ie vectorial[, proiectat[ pe axele sistemului de referin\[ 
ales, conduce la urm[toarele ecua\ii de echilibru scalare: 

  X 
x

f




  0;   Y 
y

f




  0;    Z 
z

f




  0,  (2.26) 

care con\in patru necunoscute: coordonapele punctului pentru pozi\ia de 

echilibru x, y, z =i parametrul . Pentru rezolvarea sistemului format din cele 
trei ecua\ii scalare (2.26) se utilizeaz[ =i ecua\ia (2.12). 

 
 
2.2.2. Punctul material legat de o curbă 
 
}n cazul punctului material legat de o curb[ rezultanta for\elor de 

leg[tur[ R  poate fi descompus[ astfel (fig. 2.8): o for\[ N  (for\a de 

leg[tur[ normal[ sau reac\iunea normal[) dirijat[ dup[ direc\ia normalei la 

curb[ ]n punctul P =i for\a T (for\a de frecare de alunecare) dirijat[ dup[ 
direc\ia tangentei la curb[ ]n punctul P.  

Observa\iile cu privire la aceste for\e f[cute ]n cazul punctului material 
legat de o suprafa\[ sunt, ]n general, valabile =i ]n acest caz, cu deosebirile 
urm[toare: 

a) reac\iunea normal[ N  poate avea orice direc\ie ]n planul normal la 
curb[ ]n punctul P; 

b) for\a de frecare de alunecare T  are direc\ia tangentei la curb[ ]n 
punctul P =i sensul opus sensului de mi=care sau tendin\ei de mi=care. Dac[ 
din datele problemei nu rezult[ sensul de mi=care, atunci se adopt[ un sens 
arbitrar, iar pentru sensul contrar este suficient ca ]n rezultatele finale s[ se 

schimbe semnul coeficientului de frecare de lunecare . 

 R 

T N 

P 



Fig. 2.9. 



R 

 

R 

T 
N 

P 



Fig. 2.8. 
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}n baza acelora=i considera\ii geometrice asupra for\elor N  =i T  se 

poate scrie (fig. 2.8): N  R cos; T  R sin, de unde rezult[ T  Ntg. 

}n situa\ia limit[, c`nd frecarea nu mai poate genera o reac\iune 

tangen\ial[ care s[ p[streze echilibrul punctului material, unghiul  atinge 

valoarea limit[ egal[ cu valoarea unghiului de frecare : Tl  Ntg. Pentru 

echilibru trebuie ]ndeplinit[ condi\ia (2.15) care conduce la    dar, ]n 

acest caz unghiul  se m[soar[ fa\[ de o direc\ie oarecare cuprins[ ]n planul 
normal la curb[ ]n punctul P. Din aceast[ cauz[ se consider[ complementul 

acestuia /2 – , iar condi\ia    cap[t[ forma: /2      /2 

 (fig. 2.9). 
Rezult[ c[ un punct material poate r[m`ne ]n echilibru pe o curb[, ]ntr-o 

anumit[ pozi\ie dac[ direc\ia rezultantei for\elor efectiv aplicate  asupra 

punctului material R  ]n pozi\ia de echilibru se g[se=te ]n afara unui con 
circular drept ce are axa de simetrie identic[ cu tangenta la curb[ ]n punctul 

P, semiunghiul la v`rf  /2   =i care este denumit con de frecare. 
}n aceast[ situa\ie condi\iile de echilibru ale punctului material legat de 

o curb[ aspr[ se exprim[ sub forma: 

}n sistemul de ecua\ii (2.27) apar 6 necunoscute: parametrii x, y, z ce 
determin[ pozi\ia de echilibru; m[rimea scalar[ =i direc\ia reac\iunii 

normale N ; m[rimea scalar[ a for\ei de frecare T . Pentru determinarea 
acestor necunoscute avem la dispozi\ie: 3 ecua\ii scalare ob\inute din 
condi\ia de natur[ static[ (2.27), 2 ecua\ii de natur[ geometric[ =i o ecua\ie, 
la limit[, ob\inut[ din condi\ia de natur[ fizic[. Rezult[ c[ problema 
echilibrului punctului material legat de curb[ poate fi rezolvat[. 

 
Exprimarea analitic[ a condi\iei fizice de echilibru. O curb[ poate fi 

exprimat[ prin ecua\iile parametrice: 

   x  x(t);  y  y(t);  z  z(t).  (2.28) 

Vectorul v  dirijat ]n lungul tangentei la curb[ ]n punctul P are expresia: 

   v   x i  y j  z k  

fizic[)(conditia                       

         )geometrice e(conditiil          

static[)(conditia       

NT

zyxg

zyxf

TNF
n

i
i












0),,(

0),,(

0
1

(2.27) 
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]n care x , y , z  reprezint[ prima derivat[ ]n raport cu parametrul t a 

rela\iilor (2.28) (mai t`rziu, ]n cadrul capitolului de cinematica punctului, se 
va constata ca vectorul v  poart[ numele de vitez[, iar parametrul t 
reprezint[ timpul).  

Av`nd ]n vedere nota\ia (2.5) se poate scrie: 

  cos
vR

vR 
  

222222 ZYXzyx

ZzYyXx








. (2.29) 

Deoarece, pentru echilibru   /2 - , adic[ cos sincondi\ia de 

echilibru este: 

  
222222 ZYXzyx

ZzYyXx








 
21 


.  (2.30) 

 
Aplica\ii   
A.2.1. Se consider[ un punct material de greutate P, ac\ionat printr-un 

fir care are la capete greut[\ile G =i Q (fig. 2.10, a). S[ se determine pozitia 

de echilibru, precizat[ de unghiurile  =i . 

 
Fig.2.10. 

 
Asupra punctului material ac\ioneaz[ for\ele precizate ]n figura 2.10, b. 

Deoarece cele teri for\e care ac\ioneaz[ asupra punctului material formeaz[ 
un sistem de for\e coplanar, se pot scrie dou[ ecua\ii de echilibru: ecua\ie de 
proiec\ie pe orizontal[, 

   Qsin – Gsin  0,  

=i ecua\ie de proiec\ie pe vertical[, 

  Qcos – Gcos – P  0. 
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Din cele dou[ ecua\ii: sin 
Q

G
sin;  cos  

Q

GP  cos
. 

}nlocuind expresiile de mai sus ]n sistemul ecua\iilor de echilibru se 
ob\in rela\iile: 

  
2

2

Q

G
sin2 

2

222 coscos2

Q

GPGP 
  1. 

  2G  2P  2PGcos  2Q  cos 
PG

QPG

2

222 
 

  cos 
PG

QPG

Q

G

Q

P

2

222 
  cos 

PQ

GQP

2

222 
. 

Deoarece func\ia trigonometric[ a unghiului trebuie s[ ]ndeplineasc[ 

condi\ia –1   cos1, pentru ca soluţiile prezentate să aibă sens este 
necesar şi suficient ca: 

  -1 
PG

QPG

2

222 
1, -1  

PQ

GQP

2

222 
1. 

Inegalităţile se mai pot scrie astfel: 

   GPQGP   QPGQP  

A.2.2. Un punct material greu de mas[ m, este a=ezat pe suprafa\a 
interioar[ aspr[ a unei calote sferice de raz[ R; coeficientul de frecare dintre 

punctul material =i suprafa\a sferic[ este . Se cere s[ se studieze echilibrul 
punctului material indic`ndu-se condi\iile de echilibru. 

Datorit[ frec[rii, punctul material poate r[m`ne ]n echilibru =i ]n alt[ 
pozi\ie dec`t cea evident[, din punctul cel mai de jos al calotei sferice 
(pozi\ia de echilibru stabil) (fig. 2.11, a). 

a) Pentru a determina pozi\iile ]n care punctul material r[m`ne ]n 
repaus, presupunem c[ punctul material se afl[ ]ntr-o pozi\ie oarecare 

definit[ de coordonatele: R, , .  
Asupra punctului material ac\ioneaz[ for\a efectiv aplicat[ m g  =i for\ele 

de leg[tur[: N  reac\iunea normal[ (al c[rui sens este dat de caracterul 

unilateral al leg[turii) =i T  for\a  de  frecare  (dup[  o direc\ie  oarecare 
con\inut[ ]n planul  tangent la sfer[ ]n punctul P). 
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Din condi\ia vectorial[ de echilibru: 

  m g   N   T  0  (a) 

se ob\in ecua\iile scalare de echilibru: 

  













0cos

      0sincos

      0sin

T

Tmg

Nmg

  (b) 

care con\in 4 necunoscute: necunoscutele geometrice  =i  =i necunoscutele 
fizice N =i T (m[rimile lor scalare). Deoarece num[rul necunoscutelor 
dep[=e=te num[rul ecua\iilor (b), este necesar o ecua\ie suplimentar[. 

O ecua\ie suplimentar[ poate fi dat[ dat[ de restric\ia de natur[ 
geometric[, impus[ de leg[tur[ (punctul material nu poate p[r[si suprafa\a 

interioar[ a sferei): r  R. Dar, aceast[ condi\ie a fost utilizat[, implicit, 
atunci c`nd unghiul dintre direc\ia for\ei de greutate m g  =i tangenta la 

meridian ]n punctul P a fost egal cu (fig. 2.11). 
O a doua ecua\ie suplimentar[ se ob\ine din condi\ia fizic[ considerat[ la 

limit[: 

  T  N.  (c)  

Deoarece T nu poate avea m[rimea scalar[ egal[ cu zero, din ultima 

ecua\ie (b) rezult[ cos 0    /2. Dup[ eliminarea necunoscutelor 
secundare N =i T rezult[ : 

 tg 1/  
=i deci: 

  arctg(1/). 
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Pozi\ia de echilibru stabil fiind dat[ de valoarea /2, rezult[ c[, 

pentru echilibru   0 ; /2 Deoarece pozi\ia de echilibru nu depinde de 

unghiul , punctul material r[m`ne ]n repaus pe calota sferic[ m[rginit[ de 

cercul de raz[    rc  Rcos  
21 

R
. 

Valoarea for\elor de leg[tur[, la limit[, este: 

   N  mgsin0  mg
21

1


;        T  mg

21 


. 

 b) Pentru determinarea pozi\iei de echilibru se poate folosi real\ia (2.21) 
]n care, pentru situa\ia considerat[, rezultanta for\elor efectiv aplicate este: 

R mg k . 
 Cum ecua\ia suprafe\ei sferice fa\[ de sistemul de axe considerat 

(fig.2.11) este f(x,y,z)  x2 y2 z2  R2  0,  versorul  normalei  la  suprafa\a  

sferic[  ]n  punctul  P  este n   2x i  y j  z k . }nlocuind ]n ecua\ia 

(2.21) rezult[: 

              
2222

2

zyxG

zmg






21

1


, 

care conduce la rela\ia:  z ≥ 
21 

R
,  adic[:  z  

21 

R
. 

Deoarece z   Rsin, prin prelucrarea inegalit[\ii anteriaore se ob\ine 

pozi\ia de echilibru:  arctg (1/). 
 
 A.2.3. O bil[ grea de mas[ m poate culisa pe o s`rm[ aspr[ (coeficient 

de frecare ) ]ndoit[ sub forma unui arc de parabol[ y  x2/2p cu axa 
vertical[ (fig. 2.12). Se cere s[ se determine pozi\iile ]n care bila r[m`ne ]n 
repaus pe s`rm[. 

Pentru reprezentarea for\elor de leg[tur[ trebuie avut ]n vedere 
urm[toarele aspecte: 
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
 bila sub ac\iunea for\ei efectiv aplicate m g  nu poate aluneca dec`t ]n 

jos din care cauz[ for\a de lunecare T  are sensul indicat ]n figura 2.12; 

 deoarece foar\a efectiv aplicat[ m g  =i for\a de frecare T  sunt 

cuprinse ]n planul xOy, for\a N  nu poate avea dec`t o singur[ component[ 
cea cuprins[ ]n planul vertical ce con\ine arcul de parabol[, iar sensul cel 
din figura 2.12. 

Proiect`nd ecua\ia vectorial[ de echilibru: 

  m g   N   T   0  (a) 

pe direc\ia normalei =i pe direc\ia tangentei la curb[ se ob\ine: 

  N – mgcos 0  ; T – mgsin 0.  (b) 

Restric\ia geometric[ este dat[ de ecua\ia parabolei: y  x2/2p. 
Se poate observa c[ parametrii x =i y ai pozi\iei de echilibru nu sunt 

explici\i ]n rela\iile de natur[ static[ (b). Ei pot fi ]ns[ explicita\i deoarece: 

   tg
d

d

p

x

x

y
  (c). 

}n baza acestei rela\ii se pot elimina necunoscutele N =i T din rela\iile (b) 

=i se pot ]nlocui ]n rela\ia de natur[ fizic[ pentru situa\ia limit[: T N. Se 
ob\in valorile parametrilor corespunz[toare pozi\iei de echilibru: 

  x0  p;   y0 
2p/2.  (d) 

Pe arcul din st`nga al parabolei, deoarece sensul for\ei de frecare T  se 
schimb[ fa\[ de axa Ox condi\ia de echilibru (d) devine: 

 x0   p;   y0 
2p/2. (e) 
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Teste  
 T.2.1. Dac[ un punct material legat de o curb[ aspr[ are rezultanta 

for\elor efectiv aplicate R  situat[ ]n interiorul conului frec[rii atunci: 
 a) punctul material se afl[ ]n echilibru; 
 b) punctul material este ]n repaus; 
 c) punctul material se afl[ ]n echilibru la limit[; 
 d) punctul material nu se afl[ ]n echilibru. 

 T.2.2. Dac[ un punct material legat de o suprafa\[ aspr[ are rezultanta 

for\elor efectiv aplicate R  situat[ ]n interiorul conului frec[rii atunci: 
 a) punctul material se afl[ ]n echilibru; 
 b) punctul material este ]n repaus; 
 c) punctul material se afl[ ]n echilibru la limit[; 
 d) punctul material nu se afl[ ]n echilibru. 

 T.2.3. Un punct material obligat s[ r[m`n[ tot timpul ]n contact cu o 
curb[ str`mb[ are: 

 a) trei grade de libertate; 
 b) dou[ grade de libertate; 
 c) un grad de libertate; 
 d) nici un grad de libertate. 

 T.2.4. Un punct material obligat s[ r[m`n[ ]n permanen\[ ]n contact cu 
o suprafa\[ are: 

 a) trei grade de libertate; 
 b) dou[ grade de libertate; 
 c) un grad de libertate; 
 d) nici un grad de libertate. 

 T.2.5. }n cazul unui punct material legat de o suprafa\[ aspr[ for\ele 
efectiv aplicate =i for\ele de leg[tur[ pot alc[tui: 

 a) un sistem de for\e oarecare; 
 b) un sistem de for\e concurente; 
 c) un sistem de for\e coplanare; 
 d) un sistem de for\e paralele. 

 T.2.6. Dac[ asupra unui punct material P ac\ioneaz[ urm[toarele for\e: 

kjiF 2531  ; kjiF 2 ; kjiF 6323  ; kF 24  ;

kjiF  325  atunci: 

 a) kjiR   =i punctul material P este ]n echilibru; 

 b) kjiR   =i punctul material P nu este ]n echilibru; 

 c) 0R  =i punctul material P este ]n echilibru; 
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 d) 0R =i punctul material P nu este ]n echilibru. 

 T.2.7. Pentru ca punctul material P de mas[ m situat pe un plan ]nclinat 

aspru (coeficient de frecare ), cu linia de cea mai mare pant[ ce face ungiul 

 cu orizontala, =i ac\ionat de for\[ orizontal[ F  (fig. 2.13) s[ r[m`n[ ]n 
echilibru trebuie ca: 

a)







tg1

tg

tg1

tg
mgFmg ;b) 








tg1

tg

tg1

tg
mgFmg ; 

 c) 







tg1

tg

tg1

tg
mgFmg ; d) 








tg1

tg

tg1

tg
mgFmg . 

T.2.8. Un punct material M de greutate neglijabil[ se afl[ pe un inel 
semicircular luciu =i este ac\ionat de for\ele F =i Q a=a cum se arat[ ]n figura 
2.14. Atunci c`nd punctul M se afl[ ]n echilibru: 

  

  a) 
Q

F



2

tg ; b) 
F

Q



2

tg ; 

  c) 
Q

F
tg ; d) 

F

Q
tg . 

T.2.9. Pentru cazul punctului material precizat la punctul 8 valoarea 
for\ei de leg[tur[ normale  ]n pozi\ia de echilibru este: 

 a) 22 2QPN  ; b) 22 QPN  ; 

 c) 22 2QPN  ; d) 22 QPN  . 

T.2.10. Conform legilor lui Coulomb, coeficientul de frecare de 

alunecare  : 
 a) depinde de natura corpurilor ]n zona de contact; 
 b) depinde de gradul de prelucrare al suprafe\elor corpurilor ]n zona de 
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contact; 
 c) nu depinde de m[rimea suprafe\elor ]n contact; 
 d) nu depinde de viteza relativ[ a corpurilor aflate ]n contact. 

T.2.11. Valoarea maxim[ a for\ei de frecare de alunecare este: 

 a) T N; 

 b) T N; 

 c) T N; 

 d) T N. 

T.2.12. For\ele aplicate unui punct material sunt: 
 a) vectori liberi; 
 b) vectori alunec[tori; 
 c) vectori lega\i; 
 d) vectori paraleli. 
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3. STATICA SISTEMELOR DE PUNCTE MATERIALE 
 
Prin sistem de puncte materiale se ]n\elege o mul\ime de puncte 

materiale (discrete sau continue) a c[ror mi=care, fa\[ de un sistem de 
referin\[ oarecare, se studiaz[ ]mpreun[, din anumite motive, neesen\iale. 

 
 
3.1. FORŢE APLICATE UNUI SISTEM DE PUNCTE  
       MATERIALE  
 
}n cadrul for\elor aplicate unui sistem de puncte materiale se pot distinge 

dou[ tipuri de for\e: for\e exterioare =i for\e interioare. 
a) For\e exterioare sunt acele for\e care reprezint[ ac\iunea unor 

corpuri din afara sistemului asupra diferitelor puncte materiale din sistem. 

Ele sunt notate ext

iF  (i  1, 2, 

..., n) unde  n reprezent`nd 
num[rul de puncte materiale 
ce alc[tuiesc sistemul. 
For\ele exterioare pot fi: 
for\e exterioare efectiv 

aplicate ext

aisF ,  =i for\e 

exterioare de leg[tur[ ext

likF ,  

care, ]n baza principiului 
leg[turi-lor, sunt introduse 

prin ruperea leg[turilor de natur[ geometric[ pe care punctele le au cu 
sistemul de repere. Indicii s =i k identific[ num[rul for\elor efectiv aplicate, 
respectiv de leg[tur[, care ac\ioneaz[ asupra punctului material i. Evident: 

           ext

iF  
s

ext

aisF ,  
k

ext

likF , ; (3.1) 

Fj
ext 

 

Fi
ext 

Fij 

Fji 
Fi

int 

Fj
int 

Pi 

Pj 

Fig. 3.1 
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b) For\e interioare. Ele reprezint[ interac\iunile dintre diferitele puncte 

materiale ce alc[tuiesc sistemul. Sunt notate: ijF , jiF (i, j1,2,...,n; i  j) (fig. 

3.1). 
Rezultanta ac\iunilor diferitelor puncte Pj din sistem asupra punctului Pi 

se determin[ astfel: 

  int

iF   


n

j

ijF
1

;   ( i j)  (3.2) 

}n baza principiului egalit[\ii ac\iunii cu reac\iunea, for\ele ijF =i jiF  sunt 

egale ]n modul dou[ c`te dou[, se manifest[ pe aceea=i direc\ie =i sunt de 
sensuri contrare.  

For\ele interioare ijF  se pot manifesta la distan\[, ca for\e interioare efectiv 

aplicate a

ijF (de  atrac\ie sau de respingere) sau prin contact, ca for\e interioare 

de leg[tur[ l

ijF .  

Se identific[: 

 rezultanta for\elor interioare efectiv aplicate asupra punctului Pi:  

 int

aiF ,  


n

j

a

ijF
1

;   ( ij) (3.3) 

 rezultanta for\elor interioare de leg[tur[ asupra punctului Pi:  

 int

liF ,  


n

j

l

ijF
1

;   ( ij).  (3.4) 

Rezult[ c[ ac\iunea celorlalte puncte materiale ce alc[tuiesc sistemul 
asupra punctului Pi este:  

  int

iF  int

aiF ,   int

liF ,   


n

j

a

ijF
1

  


n

j

l

ijF
1

 ;   ( ij). (3.5) 

For\ele interioare efectiv aplicate pun ]n eviden\[ influen\a reciproc[ a 
punctelor materiale asupra mi=c[rii lor. Aceast[ influen\[ se face f[r[ s[ se 
reduc[ num[rul gradelor de libertate de mi=care a punctelor.  }n schimb, 
for\ele interioare de leg[tur[ arat[ c[ libertatea de mi=care a punctului Pi 

fa\[ de Pj (=i reciproc) este ]mpiedicat[ pe direc\ia ji PP . 
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Fore\ele interioare formeaz[ sisteme de for\e ]n echilibru deoarece, dup[ 
cum s-a mai sublinat, ele sunt dou[ c`te dou[ egale =i direct opuse. Cu toate 
acestea for\ele interioare nu pot fi neglijate, deoarece, dup[ cum se va ar[ta 
mai departe, lucrul mecanic al acestor for\e este diferit de zero, cu excep\ia 
cazului sistemelor perfect rigide. 

 
 
3.2. ECHILIBRUL UNUI SISTEM DE PUNCTE  
    MATERIALE ACŢIONAT DE FORTE  
 
Fie un sistem de n puncte materiale ac\ionat de for\e exterioare =i ale 

c[rui puncte (unele sau chiar toate) au leg[turi de natur[ geometric[ cu 
corpurile sistemului de referin\[. Echilibrul acestui sistem este realizat 
atunci c`nd el se afl[ ]n repaos fa\[ de un sistem de referin\[. Deoarece acest 
lucru implic[ repaosul fiec[rui punct material ]n parte fa\[ de sistemul de 
referin\[ considerat rezult[ c[, pentru studiul echilibrului sistemului de 
puncte materiale este necesar izolarea =i studierea fiec[rui punct material 
sub ac\iunea for\elor exterioare =i a for\elor interioare ce ]i revin. 

Condi\ia necesar[ =i  suficient[ pentru existen\a echilibrului unui punct 
material i din cadrul sistemului de n puncte materiale, este: 

   ext

iF   int

iF   0,  (3.6) 

]n care ext

iF  se calculeaz[ cu rela\ia (3.1), iar int

iF  cu rela\ia (3.5). 

Se ob\in astfel n ecua\ii vectoriale ce se transpun ]n 3n rela\ii scalare, 
care vor constitui ecua\iile de echilibru ale sistemului de puncte materiale. 
Aceste ecua\ii de echilibru scalare vor fi completate cu ecua\iile furnizate de 
aspectele geometric =i fizic. 

 
 
3.3. FIRUL  
 
Foarte mul\i autori consider[ firele ca fiind corpuri care, din punct de 

vedere geometric, au dou[ dimensiuni neglijabile =i care sunt perfect 
flexibile =i torsionabile, ele neput`nd prelua eforturi de ]ncovoiere =i de 
r[sucire. 

Firul poate fi modelat ]ns[ =i ca un sistem continuu format din puncte 
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materiale infinit apropiate de mase neglijabile dispuse geometric ]n “lan\” =i 
legate, dou[ c`te dou[, rigid ]ntre ele. }n acest fel firul reprezint[ un sistem 
de puncte materiale a c[ror dispunere mutual[ fizico-geometric[ este 
analog[, ]n sensul c[ trecerea de la un punct la altul se poate face ]n mod 
continuu (adic[ din punct de vedere matematic, aceast[ trecere poate fi 
descris[ prin varia\uia unei func\ii continue de coordonatele curente ale 
punctului). }n aceast[ situa\ie este suficient[ studierea echilibrului unui 
punct =i extinderea rezultatelor la celelalte puncte, printr-un calcul integral 
(sau cu diferen\e finite), constantele de integrare urm`nd a se determina din 
condi\ii extreme, adic[ aplic`nd rela\iile ob\inute punctelor de la limita 
geometric[ a domeniului ocupat de sistemul de puncte materiale. 

Aceast[ modelare sus\ine propriet[\ile atribuite firului: perfect flexibil =i 
torsionabil, el neput`nd prelua eforturi de ]ncovoiere =i de r[sucire. 

For\ele interioare, efectiv aplicate, care se exercit[ ]ntre punctele 
]nvecinate ale unui fir – de exemplu for\ele datorate unor ac\iuni 

intermoleculare  nu pot fi determinate prin calcul mecanic, cel mult pe cale 
experimental[. For\ele interioare ce pot fi calculate sunt for\ele de leg[tur[ 
interioare care apar ca urmare a for\elor exterioare ce se aplic[ asupra 
firului. 

Aceste for\e vor fi puse ]n eviden\[, ]n baza principiului for\elor de 
leg[tur[ prin ruperea leg[turii dintre dou[ puncte al[turate. Aceasta 
presupune sec\ionarea firului ]ntre cele dou[ puncte. For\ele de leg[tur[ 
interioare ce apar (fig. 3.2, a) vor fi egale =i de sensuri opuse, reprezent`nd 
ac\iunile reciproce ale celor dou[ puncte, direc\ia for\elor fiind cea a dreptei 
ce le une=te, tangent[ la curba pe care firul o face datorit[ for\elor exterioare 
efectiv aplicate =i a for\elor exterioare de leg[tur[. Sensul for\elor trebuie s[ 

conduc[ la o solicitare de 
]ntindere a celor dou[ buc[\i 
de fir.  

Conform principiului 
egali-t[\ii ac\iunii cu 
reac\iunea se poate scrie: 

    S    S    S          (3.7) 

]n care S reprezint[ efortul 
din fir. 

Sub ac\iunea for\elor 
efectiv aplicate =i a 

leg[turilor firul ia o form[ specific[ solicit[rilor (fig. 3.2, b). Aceast[ form[ 
este deci o form[ de echilibru =i ea poart[ numele de curba funicular[ a 

 
S S 

S 

F1 

F1 

F1 

F2 

F2 

F2 

a) 

b) 

c) 

d) S 

Fig. 3.2. 
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sistemului de for\e dat. 

Dac[ ]nc[rcarea firului se compune numai din dou[ forte 1F  =i 2F , 

aplicate la capetele acestuia (fig. 3.2, c), atunci pentru ca echilibrul s[ existe: 

 cele dou[ for\e trebuie s[ fie egale ]n modul, s[ aib[ acela=i suport 
(dreapta ce une=te cele dou[ puncte de la capetele firului) =i sensuri 
contrare; 

 sensul for\elor trebuie s[ fie astfel ]nc`t s[ ]ntind[ firul. 
Forma de echilibru a firului ]n acest caz este linia dreapt[ ce une=te 

punctele de la capetele sale, iar efortul ]n fir este, ]n orice sec\iune a 
acestuia, acela=i =i egal ca intensitate cu m[rimea comun[ a for\elor 
exterioare (fig. 3.2, d), adic[:  

   F1  S  S’  F2  S. (3.8) 

Se constat[ c[ ]n cazul ]n care un punct material este legat de un fir 
aceast[ „leg[tura” este de fapt o leg[tur[ interioar[ ]ntre punct =i un punct al 
firului. Ruperea leg[turii implic[ introducerea unei for\e de leg[tur[ care are 
suportul dup[ direc\ia firului =i cu sensul astfel ]nc`t s[ reprezinte o ac\iune 
de ]ntindere a acestuia. 

 
 
3.3.1. Frecarea firelor 
 
Fie un fir ]nf[=urat pe suprafa\a unui cilindru circular drept, aspru, 

cuprins ]n planul sec\iunii drepte a cilindrului =i ac\ionat de for\e de 
intensit[\i diferite la capetele sale (fig. 3.3). Coeficientul de frecare ]ntre fir 

=i cilindru este . Condi\iile de 
echilibru ale acestui fir sunt 
studiate sub denumirea de frecarea 
firelor. 

Unghiul de ]nf[=urare al firului 

este unghiul la centru , 
corespunz[tor arcului de cerc pe 
care este ]nf[=urat firul (]ntre 
punctele A1 =i A2). Dac[ firul este 

]nf[=urat numai pe arcul 21AA

atunci unghiul de ]nf[=urare este 

; dac[ firul este ]nf[=urat de n ori pe cilindru atunci  2n . 
Se consider[ c[ firul este ]n repus fa\[ de cilindru. Cilindrul poate fi ]n 

repaus sau poate avea o mi=care de rota\ie ]n jurul axului s[u. 

 

F1 F2 

A1 
A2 

B1 
B2 



Fig. 3.3 
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Problema care se pune este de a g[si rela\ia ]ntre for\ele ce ac\ioneaz[ la 

capetele firului, 1F =i 2F , pentru ca acesta s[ nu lunece peste cilindru. 

Dac[  se sec\ioneaz[ firul ]ntre A1 =i B1, respectiv ]ntre A2 =i B2, oriunde 
am face-o, eforturile din fir sunt egale, respectiv, cu for\ele de la capete (fig. 
3.4, a): 

   S1  F1  ; S1 F2.  (3.9) 

Pentru determinarea rela\iei c[utate se separ[ din fir, la distan\a s de 

unul din capete (distan\[ corespunz[toare unghiului la centru ) o por\iune 

elementar[ ds, egal[ cu arcul AA  , sub]ntins unghiului la centru d (fig.3.4, 
a). 

For\ele ce ac\ioneaz[ asupra acestei por\iuni elementare de fir sunt: 

 S  =i S   ( S de m[rime S´ S  dS ) – for\e interioare de leg[tur[; 

 Nd  =i Td   for\e exterioare de leg[tur[. For\a Td  se opune mi=c[rii 
posibile a firului peste cilindru. Deoarece aceast[ mi=care este posibil[ ]n 

ambele sensuri (adic[, at`t spre A1 F1  F2 c`t =i spre A2 F1  F2) se 
alege un sens arbitrar. }n cazul de fa\[ s-a ales sensul spre A2. }n consecin\[ 

for\a elementar[ de frecare de lunecare Td  este orientat[ spre A (fig. 3.4, b). 

Echilibrul se exprim[ prin dou[ ecua\ii ob\inute prin proiectarea tuturor 

for\elor pe direc\ia lui Nd , respectiv a lui Td : 

  







0cosdcosdd

0sindsindd

SST

SSN
(3.10) 

Dac[ se fac aproxim[rile: sind  d =i cosd  1, respectiv sin d  d 

=i cosd  1, iar SS  dS, atunci: 

 

S1 S2 

A1 
A2 

a) 

d

A A 
ds 

s 

 

S 

S  

dN 

dT 



d 

d d 

d 

d 
A 

A 

b) 

Fig. 3.4.
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






0)d(d

0)dd(dd

SSST

SSSN
 (3.11) 

Termenul dSd poate fi neglijat ]n raport cu dS =i deci: 

 







ST

SSN

dd

d)d(dd
 (3.12) 

Condi\ia de echilibru dat[ de aspectul fizic al problemei dT dN ]n 
baza ecua\iilor (3.12) cap[t[ forma: 

 dS Sd, 

care prin integrare conduce la: ln S   C sau  S  eC  eCe Ae. 
Deci: 

   S  Ae


.  (3.13) 

}n baza condi\iilor la limit[: pentru  0  S  F1; pentru   S 

F2, rezult[ condi\ia de echilibru c[utat[: 

   F2  F1 e
  (3.14) 

 Valoarea lui F2 dat[ de rela\ia (3.14) este o valoare limit[ 
corespunz[toare cazului c`nd echilibrul este pe punctul de a se pierde. 
Pentru ca echilibrul (relativ) dintre fir =i cilindru s[ subziste este necesar ca: 

 F2  F1 e
 (3.15) 

Pentru posibilitatea mi=c[rii ]n sens contrar condi\ia de echilibru cap[t[ 
forma: 

 F2  F1 e
 (3.15) 

Condi\ia general[ de echilibru este: 

 F1 e
 F2  F1 e

 (3.16) 

Dac[ se neglijeaz[ frecarea ]ntre fir =i cilindru, 0, efortul este acela=i 

]n tot lungul firului : S  F1  F2. 
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3.3.2. Echilibrul firelor 
 
}n cazul ]n care firul, suspendat la capete de dou[ puncte fixe, este 

solicitat de for\e concentrate sau repartizate (de exemplu greutatea proprie) 
]n diferitele sale puncte, studiul echilibrului s[u urm[re=te determinarea 
formei de echilibru adic[ a curbei funiculare. 

Problemele care se pun ]n acest caz sunt: 

 determinarea formei curbei funiculare, adic[ forma curbei cu care 
poate fi asimilat firul sub ac\iunea for\elor aplicate asupra lui =i aflate ]n 
echilibru; 

 determinarea for\elor de leg[tur[ exterioare =i a efortului din fir ]ntr-o 
sec\iune oarecare a acestuia (determinarea valorii maxime a acesteia ]n 
vederea efectu[rii unui calcul de rezisten\[ al firului).  

Acest gen de probleme se ]nt`lnesc frecvent ]n practic[ (cablurile 
ma=inilor =i instala\iilor de ridicat, cablurile de sus\inere ale telecabinelor, 
cablurile pentru transportul aerian al energiei electrie etc.) iar rezolvarea lor 
este prezentat[ ]n manuale sau tratate mai extinse ca volum. 

 
Aplica\ii   
A.3.1. Dou[ puncte materiale de greut[\i P =i Q, a=ezate pe dou[ plane 

]nclinate ce fac cu orizontala unghiurile  =i ,  sunt legate cu un fir trecut 
peste un scripete a=a cum se poate observa ]n figura 3.5, a. S[ se determine 
valoarea raportului greut[\ilor P/Q corespunz[toare pozi\iei de echilibru 
dac[ ]nre punctele materiale =i planele ]nclinate exist[ frecare, iar 

coeficientul de frecare este . 
Pentru determinarea condi\iei care trebuie ]ndeplinit[ astfel ]nc`t 

sistemul format din cele dou[ puncte materiale s[ se afle ]n echilibru este 
suficient s[ se izoleze fiecare punct deoarece condi\ia necesar[ =i suficient[ 
ca sistemul de puncte materiale s[ fie ]n echilibru este ca fiecare din 
punctele cel alc[tuiesc s[ se afle, la r`ndul lor, ]n echilibru.  

In figura 3.5, b sunt reprezentate for\ele ce ac\ioneaz[ asupra celor dou[ 
puncte dup[ ce au fost rupte leg[turile =i introduse for\ele de leg[tur[, 
pentru cazul ]n care tendin\a de mi=care a punctelor este cea precizat[ ]n 
figur[.  

Se identific[ urm[toare tipuri de for\e: for\e efectiv aplicate – P  =i Q ; 

for\e de leg[tur[ exterioare  11,TN  =i 22 ,TN ; for\ele de leg[tur[ interioare 

- 21,SS . 
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Deoarece for\ele ce ac\ioneaz[ asupra celor dou[ puncte materiale sunt for\e 
concurente, condi\iile de echilibru de natur[ static[ constau ]n dou[ ecua\ii 

scalare de echilibru pentru fiecare punct, scrise ]n raport cu dou[ axe 

perpendiculare (de obicei cele dou[ axe au direc\iile for\elor N  =i T ): 

   







0cos

0sin

1

11

PN

PTS
 (a) 

   







0cos

0sin

2

22

QN

QTS
 (b) 

 Condi\iile de natur[ fizic[ pentru cele dou[ puncte: 

   








22

11

NT

NT
 (c) 

trebuiesc ]ndeplinite ]n acela=i timp deoarece dac[ unul din puncte ]=i pierde 
echilibru =i ]ncepe s[ lunece, atunci =i cel[lalt punct ]ncepe s[ lunece 
pierz`ndu-=i echilibru. 
 Se constat[ c[ sunt 7 necunoscute (cea de a =aptea fiind raportul P/Q). 
Pentru a putea rezolva problema trebuiesc impuse condi\ii suplimentare 

asupra sitemului de for\e. For\ele de leg[tur[ interioare 1S , 2S reprezint[ 

tensiunile din firul ce leag[ cele dou[ puncte =i care este trecut peste un 
scripete (fig. 3.5, a). Dac[ se neglijeaz[ frecarea dintre fir =i scripete atunci 
se poate scrie rela\ia: 

   S1  S2; (d) 

dac[ ]ns[ aceast[ frecare nu se poate neglija atunci ]ntre cele dou[ marimi S1 

=i S2 se poate scrie o rela\ie de forma (3.15) sau (3.15), bine]n\eles dac[ se 
cunoa=te coeficientul de frecare dintre fir =i scripete. 
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 Dac[ se admite c[ rela\ia (d) este adev[rat[ atunci prin ]nlocuirea ]n 
sistemul de inecua\ii (c) a m[rimilor N1, N2, T2 =i T2 determinate din 
ecua\iile (a) =i (b), =i prin rezolvarea acestuia se ob\ine:  

   




cossin

cossin

Q

P
. (e) 

 Pentru cazul ]n care tendin\a de mi=care a punctelor este invers[ dec`t 
cea considerat[ ]n figura 3.5, b, condi\ia de echilibru se ob\ine schimb`nd ]n 

inecua\ia (e) sensul inegalit[\ii =i semnul coeficientului de frecare : 

   




cossin

cossin

Q

P
. (f) 

 Rezult[ c[ sistemul de puncte materiale se afl[ ]n echilibru dac[: 

   







cossin

cossin

cossin

cossin

Q

P
. (e) 

 Deoarece P/Q 0, pentru ca problema s[ existe trebuie s[ fie ]ndeplinite 

condi\iile: tg =i tg
 A.3.2. Un fir perfect flexibil =i inextensibil este trecut peste doi cilindrii 
a=a cum se arat[ ]n figura 3.6, a. De capetele firului sunt suspendate dou[ 
greut[\i Q =i F. Cunosc`nd coeficien\ii de frecare dintre cei doi cilindrii =i 

fir, 1 =i 2, s[ se determine valoarea greut[\ii F astfel ]nc`t sistemul s[ 
r[m`n[ ]n echilibru. 
 Echilibrul exist[ at`ta timp c`t firul r[m`ne ]n repaus fa\[ de cei doi 
cilindrii, fapt pentru care ace=tia s-au izolat prin sec\ionarea firului ]n zona 

dintre ei introduc[ndu-se for\a de leg[tur[ (tensiunea) S , a=a cun se arat[ ]n 

figura 3.6, b. Deoarece echilibrul se poate pierde fie ]n sensul for\ei Q , fie 



STATICA                                                                                                                               .      

 38

]n sensul for\ei F , s-a ales tendin\a de alunecare a firului ]n sensul for\ei F  

(fig. 3.6, b). }n consecin\[, echilibrul se pierde atunci c`nd   F  S Q.  
 Av`nd ]n vedere rela\ia (3.15) condi\iile de echilibru la limit[ pentru cei 
doi cilindrii sunt: 

   
.11

22









QeS

SeF
 (a) 

 Din figura 3.6, b unghiurile de ]nf[=urate 1 =i 2 au m[rimile 1  2  

3/4, =i prin eliminarea lui S din cele dou[ ecua\ii (a) rezult[ valoarea limit[ 
a lui F pentru ca firul s[ nu alunece ]n raport cu cilindrii ]n sensul ales: 

   
)(

4

3
21

2211



  QeQeF . (b) 

 Pentru ca echilibrul s[ existe for\a F  trebuie s[ ]ndeplineasc[ condi\ia: 

   
)(

4

3
21 



 QeF . (c) 

 }n situa\ia ]n care echilibrul se pierde ]n sensul for\ei Q , condi\ia de 

echilibru se ob\ine din rela\ia (c) ]n care se modific[ sensul inegalit[\ii =i 
semnul coeficien\ilor de frecare, adic[: 

   
)(

4

3
21 




 QeF . (d) 

 Rezult[ c[ valoarea greut[\ii F pentru care sistemul r[m`ne ]n echilibru 
este: 

    
)(

4

3
)(

4

3
2121 







 QeFQe . (e) 

 A.3.3. Un corp de greutate G este situat pe un plan orizontal aspru, 

coeficientul de frecare fiind 1  1/2. De corp este legat un fir perfect 

flexibil =i inextensibil, ce face cu orizontala unghiul /6 =i care este 
trecut peste un scripete fix. La cap[tul cel[l[lt al firului se afl[ o greutate P 

(fig. 3.7, a). Stiind c[ ]ntre fir =i scripte coeficientul de frecare este 2  3/, 
s[ se determine valoarea lui P astfel ]nc`t corpul s[ se afle pe punctul de a 
]ncepe s[ se mi=te. 
 Sistemul format din corp =i fir r[m`ne ]n echilibru at`ta timp c`t fiecare 
din cele dou[ elemente care ]l compun r[m`n ]n echilibru. Rezult[ 
necesitatea separ[rii lor =i studierea condi\iilor de echilibru pentru fiecare ]n 
parte. }n figura 3.7, b sunt prezentate corpul =i firul sub ac\iunea for\elor 
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efectiv aplicate ( PG , ), a for\elor de leg[tur[ exterioare ( TN , ) =i a for\elor 

de leg[tur[ inteioare ( S ). Sensul for\ei de frecare T  a fost ales ]n 
concordan\[ cu posibilitatea de mi=care pe planul o rizontal a corpului. 
 

 
 Pentru corp, ecua\iile de echilibru atunci c`nd acesta este pe punctul de 
a ]ncepe s[ alunece pe planul orizontal, au forma: 

   













NT

ST

SNG

1

0cos

0sin

 (a) 

 Deoarece firul trecut peste scripetele fix poate aluneca numai ]n sensul 

for\ei P , rela\ia (3.15) ]n acest caz cap[t[ forma: 

   
 2SeP . (b)  

 Dup[ eliminarea necunoscutelor secundare (N, T, S) din ecua\iile (a) =i 
(b) rezult[ valoarea lui P pentru care corpul de greutate G este pe punctul de 
a ]ncepe s[ alunece pe planul orizontal: 

   





 2

sincos 1

1 e
G

P . (c) 

 Av`nd ]n vedere c[ unghiul de ]nf[=urare al firului peste scripetele fix 

este /3  /2  2/3, dup[ ]nlocuirea ]n egaliatea (c) a valorilor 

numerice rezulta P  5,41G. 
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Teste  
 T.3.1. In cadrul unui sistem discret de puncte materiale for\ele interioare 
sunt: 

 a) dou[ c`te dou[ egale; 
 b) dou[ c`te dou[ egale =i de acela=i sens; 
 c) dou[ c`te dou[ egale, cu acela=i suport =i de sensuri contrare; 
 d) dou[ c`te dou[ egale =i paralele. 

 T.3.2. Pentru ca un fir solicitat de dou[ for\e aplicate la capetele acestuia 
s[ fie ]n echilibru trebuie ca: 

 a) sensul for\elor s[ fie astfel ]nc`t s[ ]ntind[ firul; 
 b) cele dou[ for\e s[ fie egale =i direc opuse; 
 c) cele dou[ for\e s[ aib[ sensuri contrare; 
 d) cele dou[ for\e s[ aib[ acela=i suport =i sensuri contrare. 

 T.3.3. }n cadrul unui sistem de n puncte materiale num[rul ecua\iilor de 
echilibru de natur[ static[ sunt: 

 a) 2n =i sunt suficiente pentru determinarea condi\iilor de echilibru; 
 b) 3n =i sunt suficiente pentru determinarea condi\iilor de echilibru; 
 c) 2n =i se completeaz[ cu rela\iile de natur[ geometric[ =i fizic[; 
 d) 3n =i se completeaz[ cu rela\iile de natur[ geometric[ =i fizic[. 

T.3.4. Un fir este trecut peste un cilindru aspru (coeficient de frecare           

 0,1628) de mai multe ori, a=a cum se poate vedea ]n figura 3.8. La 

capetele firului sunt aplicate dou[ for\e Q  =i P  (P Q). La echilibru, 

num[rul de ]nf[=ur[ri complete ale firului peste cilindru este: 

 a) n  4; b) n  5; 

 c) n  3; d) n  2. 
 T.3.5.  Dou[ sfere mici A =i B, fiecare de greutate G, sunt legate printr-
un fir inextensibil =i a=ezate peste un semicilindru fix (fig. 3.9). Unghiul la 
centru a al arcului AB este cunoscut. Ungiul de frecare al sferelor de cilindru 

este . Unghiul , ]n pozi\ia de echilibru a celor dou[ sfere, trebuie s[ 
]ndeplineasc[ condi\ia: 
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 a) 











2222
 

 b) 











2222
 

 c) 











2222
 

 d) 











2222
 

 

 T.3.6. Pe bara ABC, curbat[ sub 90o ca ]n figura 3.10, lunec[ f[r[ frecare 
dou[ culise de greutate P respectiv G, unite prin firul de lungime l. }n 

pozi\ia de echilibru unghiul  dintre fir =i bara AB =i tensiunea S din fir au 
valorile: 

 a) 22 3
2

1
;

3
tan GPS

G

P
 ; 

 b) 22 3
2

1
;

3
tan PGS

G

P
 ; 

 c) 22 3
2

1
;

3
tan PGS

P

G
 ; 

 d) 22 3
2

1
;

3
tan GPS

P

G
 ; 

 

 

T.3.7. Condi\ia necesar[ =i  suficient[ pentru existen\a echilibrului unui 
punct material i din cadrul sistemului de n puncte materiale, este: 

(P) (Q) (P) (Q) 

Fig. 3.8. 

 A 

 B 

O

 

 

Fig. 3.9. 

(P) (Q) (P) (Q) 

Fig. 3.8. 

(P) (Q) (P) (Q) 

Fig. 3.8. 

(P) (Q) (P) (Q) 

Fig. 3.8. 

 A 

B 

C 

90o

 30o 

 (P) 
 (G) 

Fig. 3.10. 
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 a) int

aiF ,   int

liF ,   0; 

 b) 
s

ext

aisF ,  
k

ext

likF ,  0 

 c) ext

iF   int

iF   0; 

 d) int

iF   0. 

T.3.8. Un corp de greutate G este situat pe un plan ]nclinat aspru 

(coeficientul de frecare ]ntre corp =i plan 1  0,5) =i este men\inut ]n 
echilibru prin intermediul unui fir perfect flexibil =i inextensibil trecut peste 

un cilindru (coeficientul de frecare ]ntre fir =i cilindru 2  1/) de greutatea 
P. La echilibru: 

a) 0,363G  P  1,924G; 

b) 0,263G  P  1,824G; 

 c) 0,163G  P  1,724G; 

 d) 0,063G  P  1,624G. 
 
 
 
 

(G)

30o 

30o

(2) 

() 
 (P) 

Fig. 3.11. 
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4. STATICA SOLIDULUI RIGID 
 
Conceptul de continuum material a fost prezentat ]n paragraful 1.1. }n 

mecanica teoretic[ se consider[ c[ diferitele distan\e dintre punctele 
materiale ale continuumului r[m`n constante oric`t de mare ar fi intensitatea 
for\elor ce ac\ioneaz[ asupra 
punctelor lui. 

Acest model al corpului material 
a fost introdus pentru simplificarea, 
la ]nceput, a calculelor, f[r[ ca 
rezultatele s[ se ]ndep[rteze prea 
mult de realitate. 

Aceast[ modelare define=te ]n 
mecanica teoretic[ conceptul de 
solid rigid =i are la baz[ principiul 
rigidit[\ii cu cele dou[ aspecte ale 
sale: 

 aspectul geometric (fig. 4.1) 
prin care se afirm[ c[ distan\a dintre dou[ puncte Pi =i Pj ale corpului 
r[m`ne invariabil[; 

 aspectul fizic care afirm[ c[ dou[ for\e iF  =i jF  egale ca m[rime, 

aplicate ]n punctele Pi =i Pj, , av`nd acela=i suport ( jiPP ) =i sensuri contrare 

(se spune c[ cele dou[ for\e sunt egale =i direct opuse), nu au nici-un efect 
mecanic asupra corpului. 

 
 

4.1. OPERAŢII ELEMENTARE DE ECHIVALENŢĀ 
 
Prin opera\ii elementare de echivalen\[ se ]n\eleg acele opera\ii simple 

ce se pot  aplica  unui  sistem de for\e dat care ac\ioneaz[ asupra unui solid 
rigid, f[r[ s[ se modifice efectul mecanic pe care sistemul de for\e ]l are 
asupra acestuia. 

Fn Pn

Pj P3

Pi

P2

P1

Fj

F3

F2

Fi

F1

Fig. 4.1. 
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Aceste opera\ii elementare de echivalen\[ sunt definite ]n continuare. 
1) Introducerea ]ntr-un sistem de for\e aplicate unui solid rigid (sau scoaterea 

dintr-un sistem de for\e) a unor perechi de for\e coliniare egale =i direct opuse nu 
modific[ efectul mecanic pe care ]l are sistemul de for\e dat asupra solidului rigid 
(fig. 4.1); 

2) Efectul mecanic al unei for\e ce apar\ine unui sistem de for\e aplicat 
unui solid rigid r[m`ne neschimbat dac[ for\a este deplasat[ pe suportul ei 
(for\a poate luneca pe suportul ei). }n punctul Pj (fig. 4.2), situat pe suportul 

for\ei iF , ]n baza primei opera\ii elementare de echivalen\[, se introduc 

dou[ for\e egale =i direct opuse jF  =i jF  , ce au suportul ji PP . M[rimea 

celor dou[ for\e se alege egal[ cu cea a for\ei iF : jF  jF   iF . Dar, tot ]n 

baza primei opera\ii elementare de echivalen\[, for\ele iF  =i jF   se pot 

elimina. Rezultatul ob\inut: for\a iF  a alunecat pe suportul s[u din punctul 

Pi ]n punctul Pj. 
 

 
 
3) }n baza primelor dou[ opera\ii elementare de echivalen\[ =i a 

principiului paralelogramului, se observ[ c[, dou[ sau mai multe for\e 
aplicate asupra unui solid rigid, ]n puncte diferite ale acestuia, dar care au 
suporturile concurente, pot fi ]nlocuite cu o singur[ for\[ al c[rei suport 
trece prin punctul lor de intersec\ie =i este egal[ cu rezultanta lor. Astfel ]n 

figura 4.3 for\ele iF  =i jF  aplicate ]n punctele Pi, respectiv Pj, au suporturile 

concurente ]n punctul P. Aplic`nd a doua opera\ie elementar[ de echivalen\[ 
cele dou[ for\e sunt deplasate pe suporturile lor p`n[ c`nd punctele lor de 

Fn Pn

Pj P3

Pi

P2

P1

Fj
F3

F2

Fi

F1

Fj

Fig. 4.2. 

Fn Pn

P1
P3

Pi
P2

Pj

F1

F3

F2

Fi

F1

Fj
F

P

Fig. 4.3. 
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MO F 

F 

r 

O 
d 



Fig. 4.4. 

aplica\ie ajung ]n P. Aplic`nd principiul paralelogramului (prezentat ]n 

parag. 2.1.1) cele dou[ for\e se ]nlocuiesc cu rezultanta lor F   iF   jF . 

Opera\iile elementare de echivalen\[ ne vor permite s[ demonstr[m c`nd 
dou[ sisteme de for\e aplicate independent asupra aceluia=i solid rigid au 
acela=i efect mecanic. 

Pentru aceasta este necesar s[ se introduc[ no\iunea de moment al unui 
vector ]n raport cu un punct, respectiv ]n raport cu o ax[. 

 
 
4.2. MOMENTUL UNEI FORŢE ÎN RAPORT CU UN 

PUNCT 
 
Prin defini\ie, momentul unei for\e ]n raport cu un punct, notat MO F  

este un vector: 

 aplicat ]n punctul O (numit =i pol) ;  

 perpendicular pe planul definit de polul O =i suportul for\ei F ; 

 cu sensul ales astfel ]nc`t un observator a=ezat ]n O, orientat dup[ 
direc\ia momentului, s[ vad[ 

vectorul F  c[ rote=te (]n 

mod aparent) planul (O, F ) 
]n sensul pozitiv ales (]n 
cadrul acestui curs sensul 
pozitiv este sensul 
trigonometric);  

 cu m[rimea egal[ cu 

produsul dF  , unde d este 
distan\a de la punctul O la 

suportul for\ei F  (fig. 4.4). 
Expresia vectorial[ a momentului unei for\e ]n raport cu un punct este: 

   MO F   r  F , (4.1) 

]n care r  este vectorul de pozi\ie (fa\[ de polul O) al punctului de aplica\ie 

al for\ei F  (fig. 4.4). 

 Simbolul M trebuie privit ca un „operator” aplicat vectorului F , a=a 

]nc`t momentul for\ei F  este o consecin\[ direct[ a opera\iei efectuate 

asupra lui F . 
 M[rimea (norma) momentului unei for\e ]n raport cu un punct este: 
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     FOM   sinFr  Fd ,      (4.2) 

ea fiind exprimat[ prin produsul dintre m[rimea for\ei =i bra\ul acesteia, 
adic[ dintre m[rimea for\ei =i distan\a de la punctul ]n raport cu care se 
calculeaz[ momentul la suportul for\ei (v. fig. 4.4) 

 
 

4.2.1. Proprietăţile momentului unei forţe în raport cu un punct 
 
Din defini\ia momentului unei for\e ]n raport cu un punct reies mai 

multe consecin\e: 
a) Momentul unei for\e ]n raport cu un punct este nul c`nd: 

   for\a F  are intensitatea nul[; 

   suportul for\ei F  trece prin polul O. 

b) Momentul unei for\e ]n raport cu un punct nu se modific[ dac[ for\a 
lunec[ pe suportul ei. Conform  cu figura 4.5 se poate constata c[: 

  MO F   Fr   FPPr  )(  Fr   FPP   Fr  MO F , (4.3) 

deoarece: F  F  ; r  r  PP   =i PP   F   (vectori coliniari). 

c) Momentele  unei  for\e F  ]n raport cu punctele situate pe o dreapt[ 
paralel[ cu suportul ei, sunt egale. Conform cu figura 4.6 se poate scrie: 

MO F  r   F  ( OO  r ) F  r  F    MO F .                  (4.4) 

d) Momentele a dou[ for\e egale =i direct opuse sunt egale =i direct opuse 
(fig. 4.7). 

Dac[ F    F   atunci: 

 

MOF 

F 

r 

O 

Fig. 4.5. 

P 
r 

F 

P 

 

MOF 

F 

r 
O 

Fig. 4.6. 

P 
r 

O 

MOF 
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MO F   r   F   ( r  PP  ) F   r  F   PP   F    r  F  MO F . 

 (4.5) 

}n baza celor prezentate rezult[ c[ dou[ for\e ( F  =i F  ) sunt egale =i 
direct opuse atunci c`nd: 

 F   F   0   =i   MO F  MO F    0.                            (4.6) 

 e) Momentul for\ei rezultante a unor for\e concurente, ]n raport cu un 
punct, este egal cu suma momentelor for\elor concurente ]n raport cu acela=i 
punct (teorema lui Varignon).Conform figurii 4.8 se poate scrie: 

MO R  r  R  r   ( 1F  2F  nF ) r  1F  r  2F  r  nF 

 MO 1F   MO 2F  MO nF  


n

i

iO F
1

M .  (4.7) 

 
 
4.2.2. Expresia analitică a momentului unei forţe în raport cu un 

punct 
 
Dac[ punctul O ]n raport cu care se calculeaz[ momentul for\ei F  are 

coordonatele (x0, y0, z0) fa\[ de sistemul de referin\[ xyz (fig. 4.9), iar 

punctul de aplica\ie al for\ei F  este P(x, y, z), atunci momentul for\ei F  i

Fx j Fy k Fz are urm[toarea expresie analitic[: 
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MO F  r  F   

zyx FFF

zzyyxx

kji

000   (y  y0)Fz (z  z0)Fy i 

   (z  z0)Fx  (x  x0)Fz j (x  x0)Fy  (y  y0)Fx k  (4.8) 

 
Dac[ se noteaz[ cu Mx, My, Mz componentele momentului for\ei F  ]n raport 
cu punctul O pe axele sistemului de referin\[ ]n conformitate cu (4.8) se 
poate scrie: 

     Mx (y  y0)Fz (z  z0)Fy; 

     My (z  z0)Fx  (x  x0)Fz;     (4.9)

     Mz (x  x0)Fy  (y  y0)Fx. 

Dac[ O  O, adic[ sistemul de referin\[ are originea ]n O, atunci 
rela\iile (4.9) devin: 

                                                Mx yFz  zFy; 

   My zFx xFz;  (4.10) 

                                       Mz xFy  yFx. 

 

 
4.3. MOMENTUL UNEI FORŢE ÎN RAPORT CU O AXĀ 
 
Proiec\ia pe o ax[  a momentului unei for\e F  ]n raport cu un punct O 

ce apar\ine axei, se nume=te momentul for\ei F  ]n raport cu axa . El se 

noteaz[ M F =i este exprimat prin rela\ia: 

  M F   pr(MO F )   (MO F )    r  F )   (4.11) 
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unde   este versorul axei  (fig. 
4.10).  Se poate dovedi u=or c[ 
punctul O ]n raport cu care se 

calculeaz[ MO F , se poate lua 

oriunde pe axa , valoarea 

momentului M F  r[m`n`nd 

neschimbat[. 
Din cele prezentate rezult[ 

c[ momentul unei for\e ]n raport 
cu o ax[ este o m[rime scalar[, 
al c[rei semn depinde de 

m[rimea unghiului  dintre MO F  =i versorul   (fig. 4.10) 

 
 
4.3.1. Proprietăţile momentului unei forţe în raport cu o axă 
 
Din defini\ia momentului unei for\e ]n raport cu o ax[ se pot deduce mai 

multe concluzii: 
a) Momentul unei for\e ]n raport cu o ax[ este nul dac[: 

 intensitatea for\ei este nul[; 

 suportul for\ei este coplanar cu axa (intersecteaz[ axa sau este paralel[ 
cu ea); 

b) Momentul unei for\e ]n raport cu o ax[ r[m`ne neschimbat dac[ for\a 

lunec[ pe suportul ei. Aceast[ proprietate este evident[ deoarece MO F  nu 

se modific[ (v.par. 4.2.1, b); 

c) Momentele a dou[ for\e F  =i F   egale =i direct opuse, ]n raport cu 
aceea=i ax[, sunt egale =i de semne diferite: 

M F   (MO F  )    ( MO F )     M F                    (4.12) 

]n baza rela\iei (4.5) 
d) Suma algebric[ a momentelor ]n raport cu o ax[ a unor for\e ce au 

suporturile concurente ]ntr-un punct este egal[ cu momentul ]n raport cu 
acea ax[ a rezultantei for\elor. Acest[ proprietate este o consecin\[ a 
propriet[\ii e) enun\at[ ]n paragraful 4.2.1 =i a defini\iei momentului unei 
for\e ]n raport cu o ax[. 

 
 

 

F 

r 

MoF MF 

O 





Fig. 4.10. 
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4.3.2. Expresia analitică a momentului unei forţe în raport cu o axă 
 
Dac[ versorul   al axei  are cosinu=i directori (l, m, n) ]n sistemul de 

axe Oxyz  cu nota\iile anterioare (fig. 4.11) rezult[: 

     M F   )( Fr   

zyx FFF

zzyyxx

nml

000    (y  y0)Fz (z  z0)Fyl 

(z  z0)Fx (x  x0)Fzm (x  x0)Fy (y  y0)Fxn                    
(4.13) 

Dac[ axa  trece prin originea a sistemului de referin\[, expresia 
(4.13) cap[t[ forma: 

  M F  yFz  zFy)l  (zFx  xFz)m  (xFy  yFx)n (4.14) 

Momentele for\ei F  ]n raport cu axele sistemului de referin\[ Oxyz sunt: 

      Mx F   yFz  zFy  Mx;    

     My F   zFx xFz  My;      (4.15) 

     Mx F   xFy  yFx  Mz.  

Din compararea rela\iilor 
(4.10) =i (4.15) se constata c[ 

momentele for\ei F  ]n raport 
cu axele sistemului de referin\[ 
sunt de fapt componentele 

momentului for\ei F  calculat 
]n raport cu originea sistemului 
de referin\[. 

Observa\ie. Din cele 
prezentate anterior rezult[ c[ 
at`t momentul unei for\e ]n 

raport cu un punct MO F , c`t 

=i momentul unei for\e ]n raport cu o ax[ M F  r[m`n neschimbate dac[ li 

se aplic[ opera\iile elementare de echivalen\[. 

 
 

F(Fx,Fy,Fz)

P(x,y,z)
O (x0,y0,z0)

r

x
y

z

i
 j

k



(l,m,n)

MoF

Fig. 4.11. 
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4.4. TORSORUL UNUI SISTEM DE FORŢE ÎN RAPORT  
       CU UN PUNCT 
 

Prin defini\ie, torsorul unui sistem de for\e de n for\e iF , (i  1,2,...,n) 

notat TO( iF ), este format din doi vectori (fig. 4.12): 

 vectorul rezultant, R , aplicat ]n punctul O =i egal cu suma vectorilor 

for\[ iF : 

    R  


n

i

iF
1

; 

  vectorul moment rezultant, OM , aplicat ]n punctul O =i egal cu suma 

momentelor for\elor iF  (aplicate ]n punctele Pi), ]n raport cu O: 

   OM   i

n

i

O F
1

M . 

Punctul O, fa\[ de care se calculeaz[ momentul rezultant, poart[ numele 
de originea torsorului. 

 
Cei doi vectori nu au o semnifica\ie fizic[ dar ei pot s[ caracterizeze 

]mpreun[ sistemul de for\e iF  din punctul de vedere al efectului mecanic pe 

care acesta ]l are asupra solidului rigid. 

Vectorul rezultant R  nu depinde de vreun sens pozitiv ales, pe c`nd 

vectorul moment rezultant OM  depinde de sensul pozitiv ales pentru rota\ia 

axelor sistemului de referin\[ adoptat. 

 
 
 

 

RFi 

MOMOFi
i1 

i1 

n 

n 

O 

Fig. 4.12. 
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Pi 
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4.4.1. Proprietăţi ale torsorului unui sistem de forţe 
 
 a) Varia\ia torsorului cu schimbarea originii. Se poate observa c[ 

vectorul rezultant R  al torsorului TO( iF ) nu se schimb[ atunci c`nd torsorul 

se calculeaz[ fa\[ de un alt punct O (fig. 4.13) deoarece: 

 R   


n

i

iF
1

R . (4.16) 

Se spune c[ vectorul rezultant este un invariant fa\[ de punctul ]n raport 
cu care se calculeaz[ torsorul unui sistem de for\e. 

}n ceea ce prive=te vectorul moment rezultant: 

 OM    i

n

i

o F



1

M 



n

i

ii Fr
1





n

i

ii FrOO
1

)( 

                 



n

i

iFOO
1





n

i

ii Fr
1

 OO 


n

i

iF
1

 OM   OO R  OM . 

Rezult[ c[ torsorul sistemului de for\e iF  calculat fa\[ de punctul O are 

urm[toarea expresie ]n func\ie de componentele torsorului TO( iF ): 

   TO( iF )










 ROOMM

RR

OO

. (4.17) 

b) Scalarul torsorului. Dac[ multiplic[m rela\ia vectorului moment 

rezultant din (4.17) scalar cu R  rezult[: 

            OM   R   OM  R   ( ROO  ) R  

Deoarece produsul mixt ( ROO  ) R   0 (doi vectori sunt coliniari) 
rezult[: 

OM   R   OM  R                                             (4.18) 

Produsul OM  R  poart[ numele de scalarul torsorului =i este =i el un 

invariant al sistemului de for\e iF  ]n raport cu schimbarea originii 

torsorului. 
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c) Proiec\ia lui OM pe direc\ia lui R . Dac[ rela\ia (4.18) se multiplic[ 

cu 1/ R  se ob\ine: 

OM  
R

R
  OM 

R

R
         (4.19) 

]n care se recunoa=te proiec\ia 
vecto-rului moment rezultant 

OM , respec-tiv OM   pe direc\ia 

vectorului rezul-tant R  (fig. 
4.14), adic[: 

            
RORO MM )(pr)(pr  . 

Se deduce c[, indiferent de punctul ]n raport cu care se calculeaz[ 
torsorul unui sistem de for\e, proiec\ia vectorului moment rezultant pe 
direc\ia vectorului rezultant este aceea=i. 

d) Torsorul minim =i axa central[. S[ descompunem vectorii moment 

rezultant OM  =i OM   dup[ direc\ia vectorului rezultant =i dup[ o direc\ie 

normal[ la acesta (fig. 4.15). Se poate constata c[ OM  difer[ de OM   prin 

componenta normal[ la R  deoarece s-a ar[tat c[ OM    OM  . 

 
Deoarece proiec\ia unui vector pe o direc\ie oarecare este mai mic[ 

dec`t norma lui, ]nseamn[ c[, dac[ ar exista un punct O1 ]n care vectorul 

moment rezultant 
1OM  s[ aib[ direc\ia vectorului rezultant R , atunci 

vectorul 
1OM ar avea cea mai mic[ norm[, egal[ cu proiec\ia lui pe suportul 

lui R . Dac[ se poate dovedi existen\a unui astfel de punct, atunci el nu ar fi 

 
R 

R 

MO 
MO 

O 

O pr(MO)R pr(MO)R

Fig. 4.14. 
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unic, ci vor exista mai multe puncte situate pe o dreapt[ paralel[ cu R ce 
trece prin O1, fa\[ de care vectorul moment rezultant are norma cea mai 
mic[. 

Un astfel de punct se poate g[si prin vectorul de pozi\ie 1r  al punctului 

O1 fa\[ de punctul O, vector cu originea ]n punctul fa\[ de care s-a calculat 

torsorul TO( iF ) (fig. 4.16). 

}n baza rela\iei (4.17) vectorul moment rezultant ]n O1 este: 

           
1OM  OM  OO1  R   OM  1r  R                              (4.20) 

A scrie c[ 
1OM are valoare minim[ este achivalent cu a scrie c[ el este 

paralel cu vectorul R , deci, ]nmul\ind rela\ia (4.20) vectorial la st`nga cu 

R se ob\ine: 

 R  
1OM  R  OM  R ( 1r  R )R  OM  1r

2R   R )( 1 Rr  0    

(4.21) 

A=a cum anticipam, se constat[ c[ sunt mai multe solu\ii pentru 1r  care 

satisfac rela\ia (4.21) (suma a doi vectori oarecare trebuie s[ r[m`n[ 
constant[). Deoarece este suficient[ o singur[ solu\ie, se alege solu\ia 

particular[ care anuleaz[ produsul scalar Rr 1 , deci acea solu\ie pentru care 

vectorul 1r  este perpendicular pe suportul lui R . Fie   vectorul pentru care 

 R   0. }n acest caz rela\ia (4.21) devine: 

R   OM    2R   0                                    (4.22) 

din care rezult[: 

   
2R

MR O
                                           (4.23). 

Din (4.23) se deduce c[ punctul c[utat =i identificat prin vectorul   

exist[. Mai mult, se constat[ c[   este normal nu numai pe R , ci =i pe 

planul format de R  =i OM  =i are sensul determinat de sensul pozitiv de 

rota\ie al produsului vectorial R  OM , definind astfel, ]n mod unic, un 

punct O, fa\[ de care vectorul moment rezultant are valoare minim[: 

   
2OM  

ROMpr )( 
R

RMO  . (4.24) 
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Celelalte puncte, ]n care vectorul moment rezultant are aceea=i valoare, 

sunt situate pe o dreapt[ paralel[ cu R  ce trece prin punctul O. Aceat[ 
dreapt[ poart[ numele de ax[ central[. 

}n orice punct al axei centrale torsorul are valoare minim[. A=adar, axa 
central[ poate fi definit[ ca locul geometric al tuturor punctelor ]n care 
torsorul unui sistem de for\e ]mbrac[ forma minimal[, adic[: 

1OT ( iF ) 



















 


R
R

RM

R

R

R

RM
M

FR

OO
O

n

i
i

2

1

1

                           (4.25) 

 Din expresiile (4.18) =i (4.25) se constat[ c[: dac[ scalarul torsorului 
]ntr-un punct oarecare O este nul, ]n punctul O1 de pe axa central[ vectorul 
moment rezultant este nul.  

 
 
4.4.2. Torsorul în raport cu un punct al unei singure forţe  
          aplicatã unui solid rigid 
 
Fie for\a F  aplicat[ unui solid rigid. Torsorul calculat ]n punctul O va 

avea forma: 

 








FM

FR
FT

OO

O
M

  )(  (4.26) 

 Deoarece MO F  este perpendicular pe F  scalarul torsorului este nul. }n 

acest caz axa central[ coincide cu suportul rezultantei R  =i ]n orice punct al 
ei vectorul moment rezultant este nul. 

 
 
 4.4.3. Torsorul în raport cu un punct al unui cuplu de forţe  
                aplicat unui solid rigid  
 
 Un cuplu de for\e este definit de dou[ for\e egale, de sensuri opuse care 

au suporturile paralele, FF  (fig. 4.17).}n acest caz vectorul rezultant este nul: 

   0 FFR . (4.27)  
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 Vectorul moment rezultant calculat ]n punctul O este (fig. 4.17): 

 )( FrFrFrFrFFM OOO MM  

   FPPFrr  12)( .  (4.28) 

 Se constat[ c[ vectorul moment rezultant al unui cuplu de for\e nu 
depinde de punctul ]n raport cu care acesta se calculeaz[. El este un vector 

liber, normal pe planul format de 12 PP =i F  , adic[ pe planul cuplului, =i are 

sensul astfel ]nc`t un om orientat dup[ OM  s[ vad[ sensul de rota\ie aparent 

al cuplului c[ rote=te ]n sensul pozitiv ales. Norma vectorului moment 
rezultant este: 

   FdFPPFPPM O
 ),sin( 1212 , (4.29) 

unde d este bra\ul cuplului =i reprezint[ distanta dintre suporturile for\elor 
cuplului. 
 

 
4.4.4. Expresii analitice privind torsorul unui sistem de forţe 
 
Se consider[ sistemul trirectangular de referin\[ Oxyz, cu versorii i , j , 

k  (fig. 4.18), fa\[ de care for\ele iF  aplicate unui solid rigid au proiec\iile 

(Fix, Fiy, Fiz), iar punctele lor de aplica\ie au coordonatele (xi, yi, zi). }n 

aceast[ situa\ie torsorul sistemului de for\a ( iF ) calculat ]n raport cu 

originea O a sistemului de referin\[ (fig. 4.18) va avea urm[toarea form[: 

 F

 F
 P2

P1 
 O

  MO

    P2P1F  MO

d 

Fig. 4.17.

r 

r
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TO( iF )





















 

 

 

 

 

 

n

i

n

i

ixiiyiiziixi

n

i

iyiizi

n

i

n

i

iiiOO

n

i

n

i

iziy

n

i

ix

n

i

i

FyFxkFxFzjFzFyi

FrFM

FkFjFiFR

1 11

1 1

1 111

)()()(    

M  

 

 
A=adar, cei doi vectori rezultan\i ce alc[tuiesc torsorul au urm[toarele 

componente: 

 vectorul R : 

X  


n

i

ixF
1

;    Y  


n

i

iyF
1

;    Z  


n

i

izF
1

;                    (4.31) 

 vectorul OM : 

L 



n

i

iyiizi FzFy
1

)( ;  M 



n

i

iziixi FxFz
1

)( ;  N  



n

i

ixiiyi FyFx
1

)(  

 Scalarul torsorului va avea expresia: 

OM R   
1OM R   LX  MY  NZ  L1X  M1Y  N1Z        (4.33) 

din care cauz[ el mai este denumit =i trinom invariant. 

Proiec\ia vectorului moment rezultant OM  pe direc\ia lui R  etse: 

   
R

RM 
  

222 ZYX

NZMYLX




                                  (4.34) 

MO(L,M,N)

R(X,Y,Z)
Fi(Fix,Fiy,Fiz)

Pi(xi,yi,zi)

MO1(L1,M1,N1)

R

O1(x1,y1,z1)

O
 x

 z

 yi
 j

k

r1

ri

Fig. 4.18. 

(4.30) 



                                                                                                STATICA  SOLIDULUI  RIGID 

 59

Vectorul moment rezultant, care are norma minim[, se determin[ cu 
expresia: 

   
1OM  

2R

RM 
R   

222 ZYX

NZMYLX




( i X  j Y  k Z)  (4.35) 

iar proiec\iile sale pe axele sistemului de referin\[ sunt:  

      L1  
222 ZYX

NZMYLX




X; 

M1  
222 ZYX

NZMYLX




Y;                                (4.36) 

             N1  
222 ZYX

NZMYLX




Z. 

}n baza rela\iei (4.20) componentele L1, M1, N1 mai pot fi scrise =i astfel: 

   L1  L – (yZ  zY);  M1  M – (zX  xZ);  N1  N – (xY – yX). (4.37) 

 Din condi\ia de paralelism ]ntre vectorul moment rezultant 
1OM =i 

vectorul rezultant R  rezult[ ecua\iile analitice ale axei centrale: 

                
X

L1   
Y

M1   
Z

N1  

sau, sub alt[ form[ 

   
X

zYyZL )( 
  

Y

xZzXL )( 
  

Z

yXxYN )( 
 (4.38) 

Cele dou[ ecua\ii liniare ]n (x, y, z) ]n care (X, Y, Z) =i (L, M, N) sunt 
m[rimi cunoscute, reprezint[ ecua\iile axei centrale.  

 
 
4.4.5. Invarianţa torsorului unui sistem de forţe în raport cu  
           operaţiile elementare de echivalenţă 
 
}n baza propriet[\ilor momentului unei for\e ]n raport cu un punct (v.par. 

4.2), se poate dovedi u=or c[ aplic`nd opera\iile elementare de echivalen\[ 
torsorului unui sistem de for\e, (v. rela\ia (4.1)) efectul s[u mecanic nu se 
modific[.  

a) Introducerea (sau scoaterea) unor perechi de for\e egale =i direct opuse 
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]ntr-un sistem de for\e aplicate unui solid rigid nu modific[ vectorul 
rezultant, deoarece suma for\elor egale =i direct opuse este nul[, =i nici 
vectorul moment rezultant nu se modific[ ]ntruc`t momentele a dou[ for\e 
egale =i direct opuse sunt egale =i direct opuse (v. proprietatea d din cadrul 
parag. 4.2.1). 

 b) Alunecarea unei for\e, din cadrul unui sistem de for\e aplicat unui 
solid rigid, pe suportul s[u nu modific[ nici vectorul rezultant =i nici 
vectorul moment rezultant, deoarece momentul for\ei respective nu se 
modific[ (v. proprietatea b din cadrul parag. 4.2.1). 

c) }nlocuirea unor for\e ce au suporturile concurente cu rezultanta lor sau 
]nlocuirea unor for\e cu componentele acestora dup[ direc\ii concurente cu 
suporturile lor, nu modific[ vectorul rezultant, ]n baza propriet[\ilor de 
distributivitate, respectiv asociativitate ale sumei vectoriale. Nici vectorul 
moment rezultant nu se schimb[ ]n baza teoremei lui Varignon (v. 
proprietatea e din cadrul parag. 4.2.1). 

Rezult[ c[ torsorul unui sistem de for\e este un invariant fa\[ de 
opera\iile elementare de echivalen\[. 
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4.5. RECUNOAŞTEREA EFECTULUI MECANIC AL UNUI  
       SISTEM DE  FORŢE  APLICATE  UNUI  SOLID RIGID 
       CU AJUTORUL TORSORULUI 
 
Pentru a putea folosi torsorul unui sistem de for\e aplicate unui solid 

rigid ]n aprecierea efectului mecanic al acestora, vom enun\a, mai ]nt`i, 
patru leme =i dou[ teoreme. 

}n baza principiului rigidit[\ii, dou[ for\e egale =i direct opuse, aplicate 
unui solid rigid, au efect mecanic nul. Ele formeaz[ un sistem nul deoarece 
vectorul rezultant este nul, suma lor fiind egal[ cu zero =i, de asemenea, 
vectorul moment rezultant este nul ]n baza propriet[\ii d) a momentului unei 
for\e ]n raport cu un punct. Rezult[ c[ orice sistem de for\e care poate fi 
redus, prin opera\ii elementare de echivalen\[ la dou[ for\e egale =i direct 
opuse este un sistem nul. De aici se deduc lemele =i teoremele de mai jos. 

Lema 1. Orice sistem nul are torsorul nul ]ntr-un punct. 
Lema 2. Dac[ un sistem de for\e are torsorul nul ]ntr-un punct, el are 

torsorul  nul ]n oricare alt punct (]n  baza  propriet[\ilor torsorului unui 
sistem de for\e aplicate unui solid rigid ( vezi par. 4.4.1, a).  

Pe baza celor dou[ leme rezult[: 
Teorema 1. Condi\ia necesar[ =i suficient[ ca un sistem de for\e aplicate 

unui solid rigid s[ formeze un sistem nul este ca torsorul acestuia s[ fie nul 
]ntr-un punct. 

TO( iF )






















n

i

iOO

n

i

i

FM

FR

1

1

0

0

M

                               (4.39) 

Lema 3. Sistemele de for\e care au acela=i torsor ]ntr-un punct, au 
acela=i torsor ]n oricare alt punct. 

Dac[, ]n punctul O cele dou[ sisteme de for\e ( iF ) =i ( jF ) au acela=i 

torsor, adic[: 

               R   R  =i OM   OM , 

rezult[ c[ ]n O ele vor avea: 
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R   R  =i OM    OM ,                                       (4.40) 

deoarece vectorul rezultant este un invariant ]n raport cu punctul fa\[ de care 
se calculeaz[ torsorul, iar vectorul moment rezultant variaz[ dup[ legea 
(4.17). 
 Lema 4. Sistemele de for\e echivalente au acela=i torsor ]ntr-un punct.  
 Aceast[ lem[ este evident[ av`nd ]n vedere invarian\a torsorului unui 
sistem de for\e aplicate unui solid rigid, ]n raport cu opera\iile elementare de 
echivalen\[. 

Teorema 2. Condi\ia necesar[ =i suficient[ ca dou[ sisteme de for\e, 
aplicate independent unui solid rigid, s[ fie echivalente este ca ele s[ aib[ 
acela=i torsor ]ntr-un punct. 

Aceast[ teorem[, numit[ =i teorema de echivalen\[, este reciproca lemei 
4 =i este valabil[ ]n cazul unui sistem de for\e aplicate unui solid rigid. 

Efectul mecanic al unui sistem de for\e aplicate unui solid rigid va fi cu 
at`t mai u=or de recunoscut cu c`t sistemul de for\e este mai simplu (are un 
num[r mai mic de for\e). Deci, ]n baza teoremei de echivalen\[, este 
suficient s[ g[sim un sistem de for\e care s[ aib[ acela=i torsor ]ntr-un punct 
cu sistemul de for\e dat, dar care s[ fie c`t mai simplu posibil, pentru ca s[ 
putem eviden\ia efectul mecanic. 

Determinarea sistemelor de for\e echivalente cu sistemul de for\e dat se 
va face cu ajutorul torsorului, care se dovede=te a fi un operator ce se aplic[ 
sistemelor de for\e. S-a ar[tat c[, cel mai simplu sistem de for\e este alc[tuit 
din dou[ for\e egale =i direct opuse, efectul lor mecanic fiind nul. 

a) S[ presupunem  c[ am calculat torsorul sistemului de for\e dat ( iF ) ]n 

punctul O =i am ob\inut urm[torul torsor: 

   TO( iF )






















n

i

iOO

n

i

i

FM

FR

1

1

0

0

M

  (4.41) 

}n acest caz sistemul de for\e dat este echivalent cu un sistem format din 
dou[ for\e egale =i direct opuse al c[ror efect mecanic este nul. Se spune c[ 

sistemul de for\e dat ( iF ) se afl[ ]n echilibru sau, nu at`t de riguros, solidul 

rigid ac\ionat de sistemul de for\e ( iF ), este ]n echilibru. }n consecin\[, 

sistemul de for\e ( iF ) are efect mecanic nul asupra solidului rigid. 

b) Dac[ torsorul sistemului de for\e ( iF ), calculat ]n raport cu punctul O 

este: 
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   TO( iF )






















n

i

iOO

n

i

i

FM

FR

1

1

0

0

M

  (4.42) 

atunci sistemul de for\e dat ( iF ) este echivalent cu o singur[ for\[ F , cu 

suportul trec`nd prin punctul O, cu m[rimea scalar[, sensul =i direc\ia 

acelea=i cu ale vectorului rezultant R , adic[F  R  (fig. 4.19). 

c) Dac[ torsorul sistemului de for\e ( iF ), calculat ]n raport cu punctul O 

este: 

   TO( iF )






















n

i

iOO

n

i

i

FM

FR

1

1

0

0

M

 (4.43) 

atunci sistemul de for\e dat ( iF ) este echivalent cu un cuplu al c[rui moment 

este egal cu ( OM ) alc[tuit din dou[ for\e F =i F  (F  F ) situate ]ntr-un 

plan perpendicular pe suportul lui OM  la distan\a d  OM /F   (fig. 4.20). 

Observa\ie. A=a cum s-a ar[tat ]n paragraful  4.4.3 momentul rezultant al 
unui cuplu de for\e (dou[ for\e egale ca m[rime, de sensuri contrare =i cu 
suporturile paralele) nu depinde de punctul ]n raport cu care el se calculeaz[: 
este un vector liber, perpendicular pe planul definit de cuplu de for\e, av`nd 
sensul astfel ]nc`t sensul aparent de rotire al cuplului de for\e s[ se vad[, de 
pe momentul rezultant, ]n sensul pozitiv ales. M[rimea scalar[ a vectorului 
rezultant este egal[ cu produsul dintre norma for\ei =i bra\ul cuplului 
(distan\a dintre suporturile for\elor cuplului). 
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d) Dac[, ]n caz general: 

 TO( iF )






















n

i

iOO

n

i

i

FM

FR

1

1

0

0

M

  (4.44) 

atunci sunt ]n discu\ie dou[ posibilit[\i: 

d1) Scalarul torsorului este nul: OMR   0, ceeace ne arat[ c[ OMR   

=i deci pr( OM ) R   0, norma minim[ a vectorului rezultant 
1OM  (unde O1 

este un punct ce apar\ine axei centrale) fiind  ]n acest caz, nul[: 

1OM   
R

RM 
  0.                                     (4.45) 

}n consecin\[, se spune c[ sistemul de for\e dat ( iF ) este echivalent cu o 

for\[ F  ( R ) al c[rui suport este axa central[ (fig. 4.21). 

d2) Dac[ ]ns[ oMR   0 avem cazul general c`nd sistemul de for\e dat (

iF ) este echivalent cu o for\[ F  ( R ) (fig. 4.21) care are ca suport axa 

central[ =i cu un cuplu de for\e dirijat de asemenea, dup[ axa central[, 

format din dou[ for\e F =i F  (F  F ) situate ]ntr-un plan perpendicular 

pe axa central[ la dep[rtarea d  OM /F una fa\[ de alta. 

 
Aplica\ii   
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A.4.1. Fie for\a F  aplicat[ ]n punctul A cu m[rimea F  P 6  (fig. 

4.23). Se cere s[ se determine: a) momentul for\ei F  ]n raport cu punctul O; 

b) momentul for\ei F  ]n raport cu axa   

a) Momentul for\ei F  ]n raport cu punctul O. 

Pentru determinarea componentelor for\ei F  pe axele sistemului de 
referin\[ se procedeaz[ astfel: 

   F  F 
AD

AD
 

222 4

0200

aaa

k)a(j)a(i)a(




 

   P 6
6

2

a

kajaia   

P i 2P j  P k . 

 Conform defini\iei (4.1) : 

        MO F   r  F    

 

PPP

aa

kji

2

02


   

              2Pa i Pa j  

 

deoarece  r (a – 0) i (2a  0) j  (0  0) k a i   2a j . 

M[rimea scalar[ a momentului MO F  este:  MO F  Pa 5 . 

b) Momentul for\ei F  ]n raport cu axa .  

Pentru aceasta se alege un punct de pe axa . Fie acesta punctul B 

identificat de vectorul de pozi\ie r  . 

Versorul   al axei  are urm[torii cosinu=i directori: (
6

1
,

6

2
 ,

6

1
) 

deoarece: 

   1
BC

BC
  

222 4

0200

aaa

k)a(j)a(i)a(




 

6

1
( i   2 j   k ).  

Conform defini\iei (4.11) =i deoarece r    a i rezult[: 

 

 x

 y

 z

O




A(a,2a,0) 

B(0,2a,0) 
C(a,0,a) 

D(0,0,a) 

a

2a

a 
F 

r  r 

Fig. 4.23. 
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   M F    ( r   F )  

PPP

a

2

00
6

1

6

2

6

1





  
6

4
Pa 

 

A.4.2. Fie sistemul de for\e  din  figura 4.24 cu  F1  P 6  ;  F2  P 2 ,  

F3  P. S[ se determine: a) torsorul ]n raport cu originea sistemului de 
referin\[; b) torsorul ]n raport cu punctul A; c) torsorul minim; d) ecua\ia 
axei centrale; e) echivalen\a sistemului de for\e. 

a) Pentru a calcula vectorul rezultant R  trebuie mai ]nt`i s[ determin[m 

proiec\iile for\elor iF  (i1, 2, 3) pe axele sistemului de referin\[. Astfel: 

1F  F1

EB

EB P 6
222 4

0020

aaa

k)a(j)a(i)a(




P i  2P j  P k ;  

 3F   F3 j    P j  

  2F F2

BC

BC 

 P 2
22

00

aa

k)a(i)a(




   

P i  P k ;    

Aplic`nd prima rela\ie din 

(4.30) rezult[: R  P j . 

Conform rela\iei (4.1) se ob\ine: 

                    MO 1F   1r  1F   OB  1F   

PPP

aa

kji

2

02   2Pai  Pa j ; 

            MO 2F   2r  2F   OC  2F   

PP

aa

kji

0

20


  2Pai  Pa j   2Pa k ; 

 x

 y

 z

O
B(a,2a,0)

A(a,2a,a)

C(0,2a,a)

D(a,0,0)

a
2a

a

F1

F3

F2

R

R

F (R)

Mo

E(0,0,a)

Fig. 4.24. 
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                   MO 3F    3r  3F    OD  3F   

00

00

P

a

kji


   Pa k ; 

Prin aplicarea celei de a doua rela\ii din (4.30) rezult[: OM  Pa k . Deci 

torsorul sistemului de for\e dat, calculat fa\[ de punctul O, are expresia: 

   TO( iF )








kPaM

jPR

O

 

vectorii R =i OM  fiind reprezenta\i ]n figura 4.24. 

b) Pentru a calcula TA( iF ) trebuie s[ calcul[m dec`t AM , deoarece 

vectorul rezultant este un invariant fa\[ de punctul ]n raport cu care se 
calculeaz[ torsorul. 

Pentru calculul lui AM  se aplic[ rela\ia (4.17) =i se ob\ine: 

AM   OM  AO  R   Pa k   

00

2

P

aaa

kji

   Pa k   Pa i    Pa k   

Pa i . 

c) Aplic`nd rela\ia (4.25) se ob\ine: 

   
1OT ( iF )











0
1OM

jPR
 

deoarece produsul OM  R   0. 

d)Av`nd ]n vedere c[: X  0, Y  P, Z  0; L  0, M  0, N  Pa, 
aplic`nd rela\ia (4.38) se ob\ine: 

0

zP
 

0

0
  

0

xPPa 
 

care conduce la urm[toarele ecua\ii z  0 =i x  a. Rezult[ c[ axa central[ 

este o dreapt[ cuprins[ ]n planul Oxy (z  0) =i paralel[ cu axa Oy ce trece 

prin punctul  D(a, 0, 0) (este normal, deoarece R  este dirijat dup[ Oy, iar 

axa central[ este, prin defini\ie paralel[ cu R ) (fig.4.24). 
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e) }n urma determin[rii torsorului ]n raport cu punctul O s-a constatat c[

R  0 =i OM  0. }n acest[ situa\ie suntem ]n cazul d), rela\ia (4.44). 

Deoarece OM  R   0, rezult[ c[ sistemul este echivalent cu o for\[ F  ( R )  

al  c[rui suport este axa central[ ( vezi fig. 4.24). 
 
Teste  

T.4.1. Dac[ ]ntr-un sistem de for\e ( iF ) ce ac\ioneaz[ asupra unui solid 

rigid se introduc dou[ for\e egale ca m[rime, paralele =i de sensuri contrare 
atunci: 

 a) noul sistem de for\e are efect mecanic nul; 
 b) noul sistem de for\e are acela=i efect mecanic cu cel ini\ial; 
 c) noul sistem de for\e are efect mecanic diferit de cel ini\ial; 
 d) noul sistem de for\e are torsorul nul. 

T.4.2. Dac[ for\ele din figura 4.25 au 621 PFF   =i MO 1F  
iPa2 kPa atunci: 

a)  MO 2F   jPaiPa 2 ;     b)  MO 2F   kPaiPa 2 ; 

c)  MO 2F   kPaiPa  2 ;   d)  MO 2F   0. 

T.4.3. Dac[ for\a din figura 4.26 este kPjPiPF 32  atunci 

momentul s[u ]n raport cu punctul A este:  

a)  MA F   0;                       b)  MA F  – 6Pa i   3Pa j Pa k ; 

c)  MA F  – 6Pai   3Pa j Pa k ;       d)  MA F   – 3Pa i   6Pa j . 

T.4.4. For\a F  din figura (3) 4.27 are expresia F    P 10 i   P 10

j . Momentul acestei for\e ]n raport cu dreapta  este: 

a)  M F  2Pa;                                     b)  M F  3Pa; 

c)  M F  4Pa;                                     d)  M F  3Pa. 
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T.4.5. Torsorul sistemului de for\e din figura 4.28 calculat ]n raport cu 

originea sistemului de referin\[ este:  








kPaM

jPiPR
FT

O

iO
2

2
. Axa central[ a 

acestui sistem de for\e trece prin punctul de coordonate: 

a) (a , 2a , 0);                                             b)  (a , 2a ,  a);      

c) ( a , 2a , a);                                          d)  (a , 3a , a). 

T.4.6. Un sistem de for\e ( iF ) aplicat unui solid rigid are efect mecanic nul dac[: 

a) vectorul rezultant R   0; 

b) torsorul sistemului de for\e ( iF ) nu este nul ]ntr-un punct; 

O 

x 

y

z 

F1 

F2 a 
a 

2a 

x 

y

z 

F 

a
2a 

3a 

Fig. 4.25. Fig. 4.26. 

 A 
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c) 0OM ; 

d) torsorul sistemului de for\e ( iF ) este nul ]ntr-un punct. 

T.4.7. Dou[ sisteme de for\e ( iF ) =i ( jF ) aplicate independent unui 

solid rigid sunt echivalente din punct de vedere mecanic dac[: 

a) au acela=i vector rezultant R ; 
b) au torsoarele egale; 
c) au, ]n acela=i punct, torsoarele egale; 

d) au acela=i vector moment rezultant OM ; 

T.4.8. Torsorul unui sistem de for\e ( iF ) aplicat unui solid rigid calculat 

]n raport cu originea sistemului de referin\[ are expresia: 

 








iPaM

R
FT

O

iO
2

0
. Cu cine este echivalent sistemul de for\e ( iF )? 

a) cu dou[ for\e de m[rime F F  P situate ]ntr-un plan 

perpendicular pe axa Ox, la distan\a d  2a una fa\[ de alta =i al c[ror sens 
de rota\ia, ]n raport cu axa Ox este pozitiv; 

b) cu dou[ for\e de m[rime F F 2P situate ]ntr-un plan perpen-

dicular pe axa Ox, la distan\a d  2a una fa\[ de alta =i al c[ror sens de 
rota\ia, ]n raport cu axa Ox este pozitiv; 

c) cu dou[ for\e de m[rime F   F   2P situate ]ntr-un plan perpen-

dicular pe axa Ox, la distan\a d  2a una fa\[ de alta =i al c[ror sens de 
rota\ia, ]n raport cu axa Ox este negativ; 

d) cu dou[ for\e de m[rime F   F   P situate ]ntr-un plan perpen-

dicular pe axa Ox, la distan\a d  2a una fa\[ de alta =i al c[ror sens de 
rota\ia, ]n raport cu axa Ox este negativ. 

T.4.9. Torsorul unui sistem de for\e ( iF ) aplicat unui solid rigid calculat 

]n raport cu punctul B de coordonate (a, 0, 2a) are expresia: 

 








kPaM

jPR
FT

O

iB

2
. Torsorul sistemului de for\e ( iF ) ]n punctul C de 

coordonate (0, a, 0) are forma:

a)  








kPajPaM

jPR
FT

O

iC
34

2
      b)  









kPaiPaM

jPR
FT

O

iC
34

2
; 

           c)  








kPajPaM

jPR
FT

O

iC
34

2
;      d)  









kPaiPaM

jPR
FT

O

iC
34

2
. 
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4.6. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE FORŢE APLICATE  
       SOLIDULUI RIGID 
 
S-a ar[tat c[, pentru ca un sistem de for\e aplicate unui solid rigid s[ 

aib[ efect mecanic nul este suficient ca torsorul lui ]ntr-un punct s[ fie nul 
(4.39). 

Proiect`nd rela\iile (4.39) pe axele unui sistem de referin\[ (fig. 4.29) se 
ob\in condi\iile scalare de echilibru sub forma: 

X  


n

i

ixF
1

 0 ; L  i

n

i

ox F
1

M   

0; 

Y  


n

i

iyF
1

 0;  M  i

n

i

oy F
1

M   

0; 

Z  


n

i

izF
1

 0;   N  i

n

i

oz F
1

M   

0; 
(4.46) 

care reprezint[ trei condi\ii, privind proiec\iile for\elor pe axele sistemului 
de referin\[  =i  trei condi\ii privind momentele for\elor ]n raport cu acelea=i 
axe ale sistemului de referin\[. 

Rezult[ c[ ]n cazul general al unui solid rigid ac\ionat de un sistem de 

for\e ( iF ) condi\ia de echilibru se exprim[ prin trei ecua\ii de proiec\ie =i 

trei ecua\ii de moment ]n raport cu axele sistemului de referin\[ ales. 

 
 

4.7. SISTEME PARTICULARE DE FORŢE 
 
4.7.1. Sisteme de forţe coplanare 
 
Atunci c`nd toate for\ele care alc[tuiesc sistemul de for\e au suporturile 

cuprinse ]ntr-un plan ele alc[tuiesc un sistem de for\e coplanare (fig. 4.30, a). 
Se poate observa, c[ dac[, se alege ]n mod convenabil punctul O, ]n 

raport cu care se calculeaz[ torsorul, de exemplu ]n planul for\elor, atunci 

Fi(Fix,Fiy,Fiz)

Pi(xi,yi,zi)

 x

 yO

z

R  0

MO0

ri

Fig. 4.29. 
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vectorul moment rezultant OM  este ]ntotdeauna perpendicular pe vectorul 

rezultant R , care este cuprins ]n planul for\elor. Acest lucru se datoreaz[ 

faptului c[ for\ele iF  nu dau moment ]n raport cu o ax[ cuprins[ ]n planul 

for\elor, suporturile lor ori intersect`nd axa, ori fiind paralele cu ea.  

Rezult[ c[, ]n cazul general , c`nd R 0 =i OM  0, sistemul de for\e dat 

( iF ) este echivalent cu o singur[ for\[ F ( iF ) dirijat[ dup[ axa central[, 

deoarece OM  R   0. 

}n rest, celelate cazuri de reducere ale unui sistem de for\e sunt identice 
cu cazurile a), b), c), de la paragraful 4.5. Se men\ioneaz[ numai c[ ]n cazul  

b),   R  0 =i OM  0, cele dou[ for\e F =i F  (F  F ), ce alc[tuiesc 

cuplul de for\e, au suporturile cuprinse ]n planul for\elor ( iF ) la dep[rtarea d 

 OM /F . 

Din punct de vedere analitic, aleg`nd ]n mod convenabil sistemul de 
referin\[ cu axele Ox =i Oy ]n planul for\elor, cotele zi ale punctelor de 
aplica\ie Pi sunt nule, ca de altfel =i proiec\iile Fiz ale oric[rei for\e pe axa 
Oz (fig. 4.30, b). 

}n consecin\[ : 

TO( iF )








kNM

jYiXR

O

                                      (4.47) 

]n care: 

X  


n

i

ixF
1

;         Y 


n

i

iyF
1

;         N  



n

i

ixiiyi FyFx
1

)(          (4.48) 

Ecua\iile axei centrale (4.38) vor c[p[ta forma: 

 

F1 

Fi 
Fn Pi Pn 

P1 

MOMOFi 

O i1 

i1 

n 

n 

a) 

RFi 

 

R(X,Y,0) 

MO(0,0,N) 

Fi(Fix,Fiy,0) 
Pi(xi,yi,0) 

z

O

 x

 y

b) 
Fig. 4.30.
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X

zY


Y

zX


0

)( yXxYN 
,  

de unde rezult[: 








0)(

0

yxxYN

z
                                         (4.49) 

Rela\iile (4.49) dovedesc, =i pe cale analitic[, c[ axa central[ este o 
dreapt[ cuprins[ ]n planul Oxy, planul for\elor. 

Condi\iile de echilibru (4.46) pentru un sistem de for\e coplanar cap[t[ 
forma: 

                 X  


n

i

ixF
1

 0 ; 

Y  


n

i

iyF
1

 0;                                                 (4.50) 

   N  



n

i

ixiiyi FyFx
1

)(   0; 

fiind exprimate prin dou[ ecua\ii de proiec\ie pe dou[ axe perpendiculare 
]ntre ele =i cuprinse ]n planul for\elor =i o ecua\ie de moment ]n raport cu o 
ax[ perpendicular[ pe planul for\elor. 

Condi\iile de echilibru mai pot fi scrise =i astfel; 

 dou[ ecua\ii de moment ]n raport cu dou[ axe perpendiculare pe planul 
for\elor =i o ecua\ie de proiec\ie pe axa ce une=te punctele ]n care acestea 
]n\eap[ planul for\elor; 

 trei ecua\ii de moment ]n raport cu trei axe, necoplanare, 
perpendiculare pe planul for\elor . 

 
 
4.7.2. Sisteme de foţe paralele 
 
Atunci c`nd toate for\ele ce alc[tuiesc sistemul de for\e dat ( iF ) au 

suporturile paralele ]ntre ele, ele alc[tuiesc un sistem de for\e paralele (fig. 
4.31). 

Dac[ u este versorul direc\iei for\elor, se poate scrie iF Fi u  =i ]n 

consecin\[: 
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TO( iF )






















uFrFurFrFM

FuFR

n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii

n

i

iOO

n

i

i

n

i

i

)(
1111

11

M

   (4.51) 

Rezult[ de aici c[ OM  este perpendicular pe u  =i deci perpendicular pe 

R , adic[: OM · R   0, ceea ce 

face ca ]n cazul general c`nd: R

0 =i OM  0, sistemul de for\e 

dat s[ fie echivalent cu o for\[ F  

(R ) dirijat[ dup[ axa central[. 
Pentru a determina axa 

central[, etse suficient a 
identifica un punct de pe ea, 
=tiind c[ axa central[ este 

paralel[ cu R . Plec`nd de la 
rela\ia (4.20), ]n cazul sistemului 

de for\e paralele 
1OM  0 =i \in`nd seama de (4.51) se ob\ine: 

1OM  OM  OO1  R   (


n

i

ii Fr
1

) u   1r  u 


n

i

iF
1

 




n

i

ii Fr
1

 1r 


n

i

iF
1

 u   0                                       (4.52) 

Solu\ia particular[  , pentru 1r , este cea care anuleaz[ vectorul din 

paranteza p[trat[, adic[: 

   








n

i

i

n

i

ii

F

Fr

1

1 .                                           (4.53) 

Vectorul   define=te un punct C care apar\ine axei centrale, denumit 

centrul for\elor paralele =i care are urm[toarele propriet[\i: 
a) nu depinde de direc\ia u  a for\elor paralele; 

b) depinde de ir , deci de punctele de aplica\ie Pi ale for\elor iF  (pozi\ia 

centrului C se schimb[ dac[ for\ele iF  lunec[ pe suportul lor); 

 

F1 

F2 Fi 

Fn 

P1 

Pn 

Pi 

Pn 

u 

Fig. 4.31. 
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c) nu depinde de raportul dintre m[rimile for\elor, r[m`ne acela=i dac[ 
for\ele scad sau cresc ]n intensitate ]n acela=i raport. 

Propriet[\ile a) =i b) ]i confer[ punctului C urm[toarea proprietate: dac[ 

toate for\ele iF  se rotesc ]n acela=i sens cu acela=i unghi, punctul C nu-=i 

schimb[ pozi\ia, iar axa central[ se rote=te ]n jurul lui  cu acela=i unghi =i ]n 

acela=i sens cu rotirea for\elor iF  (fig. 4.32). 

Din  aceast[  cauz[,  punctul  C  este  denumit  uneori  (impropriu) 

“punctul de aplica\ie al rezultantei R ”. 

 

 
Un sistem de for\e paralele poate fi echivalenrt cu: 

a) un sistem nul, dac[ R  0 =i OM  0; 

b) o for\[ F  (R ) aplicat[ ]n punctul O dac[ R  0 =i OM  0; 

c) un cuplu format din dou[ for\e F =i F  (F  F ), situate ]ntr-un 

plan perpendicular pe direc\ia lui OM , la dep[rtarea d  OM /F , dac[ R  0 

=i OM  0; 

d) cu o for\[ F  (R ) dirijat[ dup[ axa central[, ]n cazul general c`nd 

R  0 =i OM  0, deoarece, dup[ cum s-a ar[tat OM · R   0. 

Pentru exprimarea analitic[ a torsorului TO( iF ) se alege ]n mod 

convenabil sistemul de referin\[  astfel  ca u   k  (fig. 4.33). Se ob\ine:   

TO( iF ) 














 



 



n

i

ii

n

i

n

i

iiiOO

n

i

i

n

i

i

FxjFyiFM

FkFR

11 1

11

)()(M

               (4.54) 

 

P1 

Pi 

Pn 
F1 

Fi 

Fn 
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F1 

Fi 

Fn 

Fig. 4.32. 

 

R(0,0,Z) 

MO(L,M,0) 

C(xc,yc,zc) 

Fi(0,0,Fi) 

O 
 y 

 x 

 z u 


ri 

Pi(xi,yi,zi) 

Fig. 4.33. 

axa central[ 
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Rezult[ deci: 

X  0 ;       Y  0;      Z  


n

i

iF
1

; 

L  


n

i

ii Fy
1

;   M  


n

i

ii Fx
1

;   N 0.                        

 Dac[ kzjyix CCC  , prin proiectarea rela\iei (4.53) pe axele 

sistemului de referin\[ Oxyz (fig. 4.33) se ob\in coordonatele punctului C: 

   xC  








n

i

i

n

i

ii

F

Fx

1

1 ;      yC  








n

i

i

n

i

ii

F

Fy

1

1 ;     zC  








n

i

i

n

i

ii

F

Fz

1

1 .  (4.56) 

Prin defini\ie produsul dintre intensitatea unei for\e =i distan\a de la 
punctul ei de aplica\ie la un plan dat, se nume=te moment static al for\ei ]n 
raport cu acel plan. 

Teorema momentelor statice. Suma momentelor statice fa\[ de un plan 
oarecare a for\elor unui sistem de for\e paralele este egal[ cu momentul 
static – fa\[ de acela=i plan – al for\ei echivalente, considerat[ ca o for\[ 
efectiv aplicat[ ]n centrul for\elor paralele. }n baza rela\iilor (4.56) se poate 
scrie: 




n

i

ii Fx
1

  xCF   ;  


n

i

ii Fy
1

  yCF    ; 


n

i

ii Fz
1

  zCF  .               (4.57) 

 }n rela\iile (4.57) produsele: xiFi, yiFi, ziFi reprezint[ momentele statice 

ale for\ei iF  ]n raport cu planul yOz, zOx, respectiv xOy, iar F  (R


n

i

iF
1

) 

reprezint[ intensitatea for\ei echivalente. 
Condi\ia de echilibru pentru un sistem de for\e paralele este exprimat[ 

printr-o ecua\ie de proiec\ie =i dou[ ecua\ii de moment: 

Z  


n

i

iF
1

 0;    L  


n

i

ii Fy
1

 0;     M  


n

i

ii Fx
1

 0.             (4.58) 

In cadrul sistemelor de for\e aplicate solidului rigid, sistemele de for\e 
paralele reprezint[ un caz particular de for\e, foarte des ]nt`lnit ]n practic[. 
Modelarea cea mai des ]nt`lnit[ a unui sistem de for\e paralele o reprezint[ 

(4.55) 
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cazul sistemului de for\e generate asupra unui solid rigid de atrac\ia 
exercitat[ de c[tre p[m`nt asupra acestuia. 

 
 
4.8. CENTRE DE GREUTATE 
 
Fie un sistem discret de puncte materiale situate la suprafa\a p[m`ntului. 

Asupra fiec[rui punct va ac\iona for\a de atrac\ie a p[m`ntului. Dac[ 
domeniul ]n care se afl[ punctele materiale are dimensiuni mici ]n 
compara\ie cu cele ale p[m`ntului atunci se poate considera c[ toate for\ele 
de greutate (for\ele de atrac\ie exercitate de p[m`nt) formeaz[ un sistem de 
for\e paralele (fig. 4.34). 

Prin defini\ie centrul de 
greutate al sistemului de puncte 
materiale prezentat  anterior  
este  considerat  a  fi  identic cu 
centrul for\elor paralele 
provenite din for\ele de 
greutate. 

}n consecin\[, pozi\ia lui, 
dat[ de vectorul  , se 

determin[ cu rela\ia (4.53). 
Deoarece s-a pus condi\ia 

ca domeniul ]n care sunt 
dispuse punctele materiale s[ fie restr`ns ca dimensiuni, accelera\ia 

gravific[ poate fi considerat[ ca fiind constant[ =i deci iG  mi g .  

Rezult[: 

      








n

i

i

n

i

ii

G

Gr

1

1   








n

i

i

n

i

ii

gm

gmr

1

1   








n

i

i

n

i

ii

m

mr

1

1   
M

mr
n

i

ii
1 , (4.59) 

]n care:  M  


n

i

im
1

reprezint[ masa total[ a sistemului de puncte materiale. 

Analitic, coordonatele centrului de greutate fa\[ de un sistem de referin\[ 
trirectangular se determin[ cu rela\iile: 

 

G1 
Gi 

Gn 
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 y 

 x 

 z 

O 
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Fig. 4.34. 
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   xC  
M

mx
n

i

ii
1 ;      yc  

M

my
n

i

ii
1 ;     zC  

M

mz
n

i

ii
1 . (4.60) 

Din rela\iile (4.59) =i 
(4.60) =i av`nd ]n vedere 
propriet[\ile centrului 
for\elor paralele, rezult[ 
urm[toarele observa\ii: 

 centrul de greutate al 
unui sistem de puncte 
materiale este un centru de 
mas[, ]ntruc`t pozi\ia sa nu 
depinde de intensitatea 
accelera\iei gravita\ionale (v. 
rela\ia (4.59)); 

 dac[ sistemul de puncte materiale se consider[ “]nghe\at” sau este un 
sistem rigid, pozi\ia centrului de greutate a acestuia r[m`ne neschimbat[ 
fa\[ de un reper solidar legat de sistemul de puncte materiale (fig. 4.35). S-a 
ar[tat c[ dac[ toate for\ele, ce alc[tuiesc sistemul de for\e paralele, se rotesc, 
]n jurul punctelor lor de aplica\ie, ]n acela=i sens =i cu acela=i unghi atunci 
pozi\ia centrului for\elor paralele nu se modific[ ]n raport cu un sistem de 
referi\[ solidar legat de solidul rigid. 

 
 
4.8.1. Centrul de greutate al unui solid rigid 
 

 }n cazul unui solid rigid definit ca un continuum, vectorul   este dat de 

rela\ia (4.53) prin trecere la limit[ (fig. 4.36): 

      





)(

)(

d

d

D

D

m

mr

  
M

mr
D


)(

d

. (4.61) 

Coordonatele punctului C sunt date, ]n acest caz de rela\iile: 
 

xC  
M

mx
D


)(

d

;   yC  
M

my
D


)(

d

;   zC  
M

mz
D


)(

d

                         (4.62) 
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Fig. 4.35. 
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]n care (x, y, z) reprezint[ coordonatele unui punct curent P de mas[ dm al 
solidului rigid. 

Din cele prezentate rezult[ c[ centrul de greutate al unui solid rigid este 
o caracteristic[ fizico-geometric[ a acestuia, el depinz`nd de configura\ia lui 
geometric[, precum =i de distribu\ia masei ]n aceast[ configura\ie. 
 Cazuri particulare. a) Dac[ domeniul (D) poate fi ]mp[r\it ]n n 
subdomenii (Di), pentru care se cunosc masele Mi =i centrele de greutate ale 

lor, Ci, prin vectorii de pozi\ie i , pozi\ia centrului de mas[ al domeniului 

(D) se determin[ cu rela\ia (fig. 4.37): 

    






i

ii

MMM

MMM

21

2211   











n

i

i

n

i

ii

M

M

1

1   
M

M
n

i

ii



1         (4.63) 

deoarece, ]n baza rela\iei (4.61) : 

   i   





)(

)(

d

d

i

i

D

D

m

mr

  
M

mr

iD


)(

d

. (4.64) 

Pe baza rela\iilor (4.63) se determin[ coordonatele centrului de mas[ al 
rigidului (D): 

xC  
M

Mx
n

i

ici
1 ;   yC  

M

My
n

i

ici
1 ;   zC  

M

Mz
n

i

ici
1 .                   (4.65) 
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b) Dac[ corpul prezint[ un plan de simetrie fizico-geometric[, centrul de 
greutate al corpului se afl[ ]n acel plan (fig. 4.38): 

   zC  
M

mz
D


)(

d


M

mzmz
DD

 
)()( 21

)d(d

0.  (4.66) 

}n mod analog: 

 c`nd corpul admite dou[ plane de 
simetrie, adic[ o ax[ de simetrie, 
centrul de greutate se afl[ pe acea ax[; 

 c`nd corpul admite dou[ axe de 
simetrie, centrul de greutate se afl[ la 
intersec\ia celor dou[ axe. 

c) Dac[ corpul este omogen, adic[ 
masa specific[ medie (densitatea 

medie)  este aceea=i ]n tot domeniul 

ocupat de corp V, atunci dm  dV: 

      








)(

)(

d

d

D

D

V

Vr

  





)(

)(

d

d

V

V

V

Vr

  
V

Vr
V


)(

d

. (4.67) 

d) Dac[ corpul are dou[ dimensiuni cu mult mai mari dec`t a treia, 

atunci el este identificat ca plac[. Dac[ placa este omogen[ atunci dmSdA 
=i: 

      








)(

)(

d

d

D

S

D

S

A

Ar

  





)(

)(

d

d

A

A

A

Ar

  
A

Ar
A


)(

d

, (4.68) 

unde A este suprafa\a total[ a pl[cii, iar S – masa specific[ superficial[ 
(densitatea superficial[). 

e) Dac[ corpul are o dimensiune cu mult mai mare dec`t celelalte dou[, 

atunci el este identificat ca bar[. Dac[ bara este omogen[ dm  Ldl =i: 
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Fig. 4.38. 
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      








)(
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d

d

D

L

D

L

l

lr

  





)(

)(

d

d

L

L

l

lr

  
L

lr
L


)(

d

, (4.69) 

unde L este lungimea total[ a barei, iar L – masa specific[ liniar[ 
(densitatea liniar[). 

 
Aplica\ii.  
A.4.3. S[ se determine centrul de greutate al unei bare omogene sub 

form[ de arc de cerc cu raza R, cu un unghi la centru 2 (fig. 4.39). 
 Bara omogen[ admite o ax[ de simetrie =i deci, centrul de greutate se va 
afla pe acea ax[ (fig. 4.39). }n conformitate cu sistemul de referin\[ ales, va 

trebui calculat[ numai coordonata yC. Aleg`nd ca parametru unghiul , se 

paote vedea u=or c[ dl  Rd =i y  Rcos. Aplic`nd rela\ia (4.69) se ob\ine: 

yC 




)(

)(

d

d

L

L

l

ly

 
















d

dcos

R

RR

 R










sin
  R


sin

                         (4.70) 

 
 A.4.4. S[ se determine centrul de greutate al unei pl[ci plane omogene 

sub forma unui sector de cerc de raz[ R =i unghi la centru 2(fig.4.40). 

 Adopt`nd sistemul de referin\[ din figura 4.40 =i ca parametri unghiul  

=i  raza r se poate  scrie: dA  rdrd  =i  y    rcos . 
}n aceast[ situa\ie : 
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yC 



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d

d

A

A

A
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




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








R

R
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rr

0

2

0

2

dd

ddcos

 

sin

3

2
R                            (4.71) 

A.4.5. S[ se determine centrul de greutate al pl[cii plane omogene 
prezentate ]n figura 4.41. 

Se alege sistemul de referin\[ din figura 4.41 =i se ]mparte suprafa\a 
pl[cii ]n subdomenii pentru care se cunoa=te pozi\ia centrului de greutate. 
Astfel, pentru sectorul circular distan\a OC1 se determin[ cu rela\ia (4.71): 

OC1  
3

2
a

4

4
sin





 
3

24a
, 

centrul de greutate C2, al p[tratului, 
se afl[ la intersec\ia diagonalelor, 
iar centrul de greutate C3, al 
triunghiului se afl[ la o treime de 
baz[ =i dou[ treimi de v`rf . 

Aplic`nd rela\iile (4.63), ]n 
cazul pl[cilor plane omogene, 
coordonatele centrului de greutate 
C se calculeaz[ cu rela\iile: 

   xC  








n

i

i

n

i

ii

A

Ax

1

1 ;  yC   








n

i

i

n

i

ii

A

Ay

1

1  ;  zC  








n

i

i

n

i

ii

A

Az

1

1  . (a) 

 }n cazul problemei date, n  3. Pentru u=urin\a calculului se lucreaz[ 

 

a 
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Fig.4.41. 
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tabelar: 

Efectu`nd sumele (a) se ob\ine: 

xC   
2

3

)
4

5(

6

a

a




 1,42a;     yC 
2

3

4
5

3

13

a)(

a




 1,03a;      zC  0. 

 Teste. 

 T.4.10. Dac[ toate for\ele iF  din cadrul sistemului de for\e oarecare ( iF

) aplicate unui solid rigid sunt rotite ]n jurul punctelor lor de aplica\ie ]n 
acela=i sens =i cu acela=i unghi, atunci: 

a) torsorul sistemului de for\e ( iF ) este minimal; 

b) torsorul sistemului de for\e ( iF ) nu se modific[; 

c) torsorul sistemului de for\e ( iF ) se modific[; 

d) torsorul sistemului de for\e ( iF ) este nul; 

 T.4.11. Vectorul  , care define=te centrul for\elor paralele, are urm[toarele 

propriet[\i: 

  a) nu se modific[ dac[ for\ele iF , ce alc[tuiesc sistemul de for\e 

paralele, lunec[ pe suporturile lor; 
  b) nu depinde de direc\ia for\elor paralele; 

  c) nu depinde de intensitatea for\elor iF ; 

  d) nu depinde de configura\ia sistemului de for\e ( iF ). 

 T.4.12. Pentru placa omogen[ din figura 4.42 coordonata yC a centrului 
de greutate este: 

  a) yC  28a/3;                   b) yC  27a/3; 

x 

O 

y 

3a 

Fig. 4.42. 

x O

y

3a 

Fig. 4.43. 
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  c) yC   26a/3;                d) yC 25a/3; 

 T.4.13. Pentru placa omogen[ din figura 4.43 coordonata yC a centrului 
de greutate este: 

  a) yC  a/;                         b) yC  12a/; 

  c) yC   3a/;                    d) yC 2a/; 

 T.4.14. Condi\ia de echilibru pentru un sistem de for\e ( iF ) coplanare 

aplicate unui solid rigid, se exprim[ prin: 
  a) dou[ ecua\ii de proiec\ie ]n raport cu dou[ axe perpendiculare 
cuprinse ]n planul for\elor =i o ecua\ie de moment ]n raport cu o ax[ 
perpendicular[ pe planul for\elor; 
  b) dou[ ecua\ii de proiec\ie ]n raport cu dou[ axe perpendiculare 
cuprinse ]n planul for\elor =i o ecua\ie de moment ]n raport cu o ax[ 
cuprins[ ]n planul for\elor; 
  c) dou[ ecua\ii de moment ]n raport cu dou[ axe perpendiculare pe 
planul for\elor =i o ecua\ie de proiec\ie ]n raport cu o ax[ din planul for\elor; 
  d) dou[ ecua\ii de moment ]n raport cu 
dou[ axe perpendiculare pe planul for\elor =i o 
ecua\ie de proiec\ie ]n raport cu axa definit[ 
de punctele ]n care axele ]n\eap[ planul 
for\elor. 

 T.4.15. Centrul de greutate al unei 
jum[t[\i de sfer[ omogene de raz[ R (fig. 
4.44) se afl[ la: 

  a) 3R/7 de punctul O pe axa Oy; 
      b) 3R/8 de punctul O pe axa Oy; 

       c) 3R/5 de punctul O pe axa Oy; 

      d) 3R/6 de punctul O pe axa Oy. 

O

R

z

y

Fig. 4.44. 

x 
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4.9. ECHILIBRUL SOLIDULUI RIGID ACŢIONAT DE FORŢE 
 
S-a ar[tat c[ interac\iunea dintre corpuri se poate manifesta prin contact 

direct sau “la distan\[”. Ac\iunea for\elor “la distan\[“ se exercit[ asupra 
fiec[rei particule materiale din care este alc[tuit corpul, propor\ional cu 
masa acestuia. Din aceast[ cauz[ aceste for\e se mai numesc =i masice. 
For\ele “de contact” se manifest[ numai ]n punctele de contact ale corpului 
cu alte corpuri, deci ]n punctele de pe suprafa\[. 

 
 
4.9.1. Corp liber şi corp legat. Grade de libertate 
 
Un corp material, un solid rigid, este liber c`nd se poate mi=ca oricum ]n 

spa\iu sub ac\iunea for\elor aplicate asupra lui. 
Corpul legat este corpul a c[rui mi=care mecanic[ este st`njenit[ de alte 

corpuri, prin anumite restric\ii de natur[ geometric[, denumite leg[turi. 
Corpurile de referin\[ sunt acele corpuri care sunt legate solidar de 

sistemul de referin\[. Cu alte cuvinte, corpurile de referin\[ nu ]=i modific[ 
]n timp pozi\ia fa\[ de sistemul de referin\[. Leg[turile dintre corpul a c[rui 
mi=care mecanic[ se studiaz[ =i corpurile de referin\[ sunt numite leg[turi 
exterioare. Dac[ avem mai multe corpuri ce interac\ioneaz[ ]ntre ele =i ]n 
acela=i timp cu corpurile de referin\[, leg[turile dintre ele sunt numite 
leg[turi interioare. 

Un corp material solid liber 
are =ase grade de libertate 
cinematic[, adic[ sunt necesari 
=ase parametri pentru a-i defini 
pozi\ia fa\[ de un sistem de 
referin\[. Dac[ se aleg trei 
puncte necolineare ce apar\in 
solidului rigid: P1, P2, P3, se 
poate constata c[ ele definesc 3

3 9 parametri pentru 
identificarea pozi\iilor lor fa\[ 
de reperul considerat (fig. 4.45). 

 

 x

 y 

 z 

O

P1(x1,y1,z1) 

P2(x2,y2,z2) 

P3(x3,y3,z3) 

Fig. 4.45. 
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Pe de alt[ parte, deoarece, corpul material este considerat ca solid rigid, 

distan\ele 21PP , 32 PP , 13PP  r[m`n constante. Din aceast[ cauz[, ]ntre cei 

nou[ parametri apar trei rela\ii de leg[tur[ de forma: 

222 )()()( jijijiji zzyyxxPP  ;   i,j  1,2,3 cu ij.    (4.72) 

 R[m`n deci numai =ase parametri independen\i care determin[ pozi\ia 
solidului rigid.  

Cei =ase parametri independen\i, ce pot fi nota\i generic qi (i1,2,...,6) 
poart[ denumirea de coordonate generalizate ale corpului. 

 
 
4.9.2. Echilibrul solidului rigid liber 
 
Un corp solid rigid liber se afl[ ]n echilibru, sub ac\iunea unui sistem de 

for\e, atunci c`nd el nu-=i modific[ starea de repaus pe care o avea fa\[ de 
un reper oarecare ]nainte de aplicarea sistemului de for\e. 

Condi\ia necesar[ =i suficient[ pentru ca un corp solid liber s[ r[m`n[ ]n 

echilibru c`nd asupra lui ac\ioneaz[ un sistem de for\e ( iF ) (i1,2,...,n) este 

ca sistemul de for\e dat s[ fie echivalent cu un sistem de for\e nul. Aceasta 

condi\ie este ]ndeplinit[ atunci c`nd torsorul sistemului de for\e ( iF ) este 

nul ]ntr-un punct (vezi (4.39)).  
Condi\iile vectoriale (4.39) se exprim[ analitic prin trei ecua\ii de 

proiec\ie =i trei ecua\ii de moment conform rela\iilor (4.46). 

Dac[ sistemul de for\e ( iF ) este un sistem de for\e coplanare, condi\iile 

vectoriale (4.39) se exprim[ conform celor prezentate ]n paragraful 4.7.1. 
Ecua\iile prin care se pune condi\ia de torsor nul, al unui sistem de for\e 

ce ac\ioneaz[ asupra unui solid rigid, poart[ numele de ecua\ii de echilibru. 

}n cazul problemei directe, atunci c`nd sistemul de for\e ( iF ) este 

precizat =i se cere s[ se determine pozi\ia de echilibru, problema este static 
determinat[ deoarece, ]n cazul unui sistem de for\e oarecare ]n spa\iu, 
num[rul ecua\iilor de echilibru (=ase) este egal cu num[rul necunoscutelor 
(=ase) ce determin[ pozi\ia de echilibru. 

}n cazul problemei indirecte, atunci c`nd se cunoa=te pozi\ia de echilibru 

a solidului rigid =i se cere s[ se determine sistemul de for\e ( iF ) sub 

ac\iunea c[ruia corpul r[m`ne ]n repaus ]n pozi\ia dat[, problema este static 
nedeterminat[, num[rul necunoscutelor fiind mai mare dec`t cel al 
ecua\iilor. Problema poate deveni static determinat[ dac[ sistemului de for\e 
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( iF ) i se impune un num[r de condi\ii, sub forma unor rela\ii fizice, astfel 

]nc`t aceste rela\ii, ]mpreun[ cu ecua\iile de echilibru s[ formeze un sistem 
rezolvabil. 

 
 
4.9.3. Echilibrul solidului rigid legat 
 
Anterior s-a ar[tat c[ un corp solid legat are mi=carea ]ngr[dit[ de o 

serie de restric\ii de natur[ geometric[ impuse corpului de leg[turile 
acestuia cu alte corpuri. 

De asemenea, s-a precizat faptul c[ orice leg[tur[ poate fi ]nlocuit[ 
printr-o for\[, numit[ for\[ de leg[tur[. }n felul acesta corpul devine liber, 
dar r[m`ne cu restric\iile geometrice impuse de leg[turi. Rezult[, c[ for\ele 
de leg[tur[ nu pot fi introduse oricum, ele trebuie s[ ]ndeplineasc[ anumite 
condi\ii, care la r]ndul lor s[ reflecte restric\iile impuse de leg[turi.  

Problema echilibrului solidului rigid ac\ionat de un sistem de for\e ( iF ) 

cuprinde trei aspecte: 
a) Dup[ ]nlociurea leg[turilor prin for\e de leg[tur[ corpul devine liber 

=i sub ac\iunea for\elor efectiv aplicate a

iF  (i 1,2,...,n)  =i  de  leg[tur[ l

jF

( j1,2,...,m), este ]n echilibru dac[ torsorul for\elor, ]n ansamblu, este nul 
]ntr-un punct: 

   TO( a

iF , l

jF )














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



0
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iOO
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n
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a

i

FFM

FFR

MM

  (4.73) 

Rela\ia (4.73) constituie aspectul static al problemei =i conduce la 
scrierea ecua\iilor de echilibru. 

b) Restric\iile de natur[ geometric[ impuse de leg[turi sunt exprimate, 
explicit sau implicit, de un num[r oarecare de rela\ii geometrice ]ntre 
coordonatele generalizate qi ale corpului, aceste rela\ii constituind aspectul 
geometric al problemei. 

c) Aspectul fizic al problemei const[ ]n condi\iile de natur[ fizic[ pe care 
trebuie s[ le ]ndeplineasc[ for\ele de leg[tur[ pentru a respecta restric\iile 
geometrice impuse de leg[turi. 

Ecua\iile de echilibru ]mpreun[ cu rela\iile geometrice =i cu condi\iile 
fizice trebuie s[ constituie un sistem complet de ecua\ii ]n care, 
necunoscutele trebuie s[ fie egale, ca num[r, cu ecua\iile sistemului. 

De remarcat este faptul c[, ]n cazul corpului legat, problema se prezint[ 
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at`t sub aspectul direct c`t =i indirect. 
Acest lucru face ca necunoscutele s[ se 
]mpart[ ]n necunoscute geometrice, 
referitoare la parametrii corespunz[tori 
gradelor de libertate r[mase corpului solid 
(pe care le vom numi necunoscute 
principale) =i ]n necunoscute fizice, 
referitoare la caracteristicile for\elor de 
leg[tur[ (pe care le vom numi necunoscute 
secundare). 

C`nd corpul solid supus la leg[turi nu 
are nici-un grad de libertate atunci se spune c[ el are leg[turi complete. }n 
acest caz problema se pune sub form[ indirect[ =i ea este static determinat[. 
Dac[ ]ns[ corpul are leg[turi mai multe dec`t ]i sunt necesare pentru a 
r[m`ne f[r[ nici un grad de libertate, problema devine static nedeterminat[. 
Rezolvarea problemei, ]n acest caz, se face cu ajutorul rela\iilor furnizate de 
mecanica aplicat[. 

Pentru a putea preciza condi\iile pe care s[ le ]ndeplineasc[ for\ele de 
leg[tur[, impuse de principiul for\elor de leg[tur[, trebuie cunoscute =i 
studiate tipurile de leg[turi pe care un solid rigid le poate avea. 

 
 
4.10. LEGĀTURILE SOLIDULUI RIGID 
 
Un solid rigid poate avea urm[toarele tipuri de leg[turi simple: reazem 

simplu, articula\ie, =i ]ncastrarea.  
Dac[  corpul  solid  are  mai  multe  leg[turi se spune despre el c[ are 

leg[turi multiple. 

 
 
4.10.1. Reazemul simplu punctiform 
 
Un solid rigid se reazem[ simplu pe un alt corp atunci c`nd are un 

singur punct de contact cu acesta (fig. 4.46). 
Din punctul de vedere al gradelor de libertate, reazemul simplu 

punctiform ]mpiedic[ deplasarea corpului (C) dup[ direc\ia normal[ la 
planul tangent comun ]n punctul I la cele dou[ corpuri. 

Punctul I se nume=te punct teoretic de contact, deoarece at`t corpul (C) 
c`t =i corpul de referin\[ (CR) sunt considerate, ]n mecanica teoretic[, rigide 
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perfecte. }n realitate ]ns[, contactul dintre cele dou[ corpuri are loc pe o 
mic[ suprafa\[ datorit[ deformabilit[\ii (reale) a corpurilor ]n zona de 
contact (fig. 4.47, a). Zona de contact este cu at`t mai mic[ cu c`t corpurile 
sunt ]n realitate mai rigide. 

Se poate considera c[ suprafa\a de contact (S) este plan[ =i c[ apar\ine 
planul tangent comun ]n punctul teoretic de contact I. Aceast[ modelare nu 
duce la erori mari. 

 
}ntre corpul (C)  =i corpul de referin\[, ]n zona de contact exist[ o 

infinitate de puncte comune, puncte de contact. Consider`nd fiecare punct 
ca fiind supus unei leg[turi pe suprafa\a (S), ]n urma ruperii acesteia se 

introduc cele dou[ for\e de leg[tur[ in  =i it . For\ele normale in  au 

cunoscut[ direc\ia (paralel[ cu normala la (S) ]n I (fig. 4.47, b), deci normal[ 
pe planul tangent comun) =i sensul.  

 
For\ele it  au suporturile ]n planul tangent comun la cele dou[ corpuri ]n 

I (fig. 4.47, b). }n felul acesta au luat na=tere dou[ sisteme de for\e: sistemul 

de for\e paralele in  =i sistemul de for\e coplanare it .  
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Reduc`nd  cele  dou[  sisteme de for\e ]n punctul teoretic de contact I se 

ob\ine o for\[  rezultant[ R  =i un cuplu de moment M  care se determin[ cu 
rela\iile (vezi fig. 4.48, a): 

  TI














iIiI

ii

tnM

tnR

MM
 (4.74) 

Dac[ se descompune for\a R  dup[ normala la planul tangent comun =i 
dup[ o direc\ie cuprins[ ]n planul tangent comun se ob\in dou[ componente 
(fig. 4.48, b): 

R   N T ; N    in ; T    it ,                         (4.75) 

unde N  poart[ denumirea de reac\iune normal[ =i T  reac\iune 
tangen\ial[ sau for\[ de frecare de alunecare. 

Reac\iunea normal[ N  se opune deplas[rii corpului pe direc\ia normal[ 
la planul tangent comun =i: 

 se aplic[ ]n punctul teoretic de contact; 

 are direc\ia normal[ pe planul tangent comun; 

 sensul este ]n func\ie de leg[turile diferitelor puncte din zona de 
contact - unilaterale sau bilaterale; 

 m[rimea poate fi oric`t de mare.  

Dac[ leg[tura este unilateral[ atunci 0  N   , iar dac[ leg[tura este 

bilateral[ atunci  N   . }n cazul leg[turii unilaterale dac[ marimea 
scalar[ a lui N rezult[ negativ[ ]nseamn[ c[ leg[tura nu exist[ (nu 
func\ioneaz[). 

Reac\iunea tangen\ial[ T este generat[ de frecare =i deci: 

 se aplic[ ]n punctul teoretic de contact; 

 are suportul cuprins ]n planul tagent comun; 

 are sensul opus mi=c[rii (sau tendin\ei de mi=care) de lunecare pe 
planul tangent comun; 

 m[rimea sa nu poate dep[=i o valoare limit[ 

T  T l.                                                   (4.76) 

}n cazul “frec[rii uscate” experimental s-a constatat: 

T l  N ,                                                  (4.77) 

]n care  este un coeficient adimensional, denumit coeficient de frecare de 
alunecare =i verific[ ]n general legile lui Coulomb. 
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}n cazul “frec[rii umede”, c`nd se produce mi=carea de alunecare, s-a 
constatat experimental c[: 

T l  k v                                                  (4.78) 

undek este un coeficient dimensional, iar v – m[rimea vitezei cu care 
punctul de contact se deplaseaz[, prin alunecare, pe suprafa\a de rezemare. 

Cuplul de moment M  se descompune dup[ acelea=i direc\ii ca 

reac\iunea R  =i se ob\ine (fig. 4.48, b): 

M    rM  pM ;    rM  iI nM ;     pM  iI tM .             (.4.79) 

  Cuplu de frecare de rostogolire rM  depinde de m[rimea zonei de 

contact =i deci intensitatea lui are o m[rime limit[. El are urm[toarele 
caracteristici: 

 punctul de aplica\ie ]n punctul teoretic de contact; 

 direc\ia lui este cuprins[ ]n planul tangent comun; 

 sensul lui este opus mi=c[rii de rostogolire (respectiv tendin\ei de 
rostogolire) a corpului (C) pe planul tangent comun; 

 m[rimea lui scal[r[ nu poate dep[=i o valoare limit[: 

Mr  l

rM                                                     (4.80) 

Experimental s-a constatat c[: 

l

rM   sN                                                    (4.81) 

unde s este un coeficient cu dimensiuni de lungime, denumit coeficient de 
frecare la rostogolire; m[rimea acestuia depinde de rigiditatea corpurilor ]n 
contact =i de forma acestora ]n punctul de contact. 

Cuplu de frecare de pivotare pM  depinde de m[rimea =i forma zonei de 

contact =i se opune mi=c[rii de pivotare a corpului ]n jurul unei axe normale 
pe planul tangent comun. El este caracterizat astfel: 

 punctul de aplica\ie este ]n punctul teoretic de contact; 

 direc\ia lui este normal[ la planul tangent comun; 

 sensul lui este opus mi=c[rii de pivotare (respectiv tendin\ei de 
pivotare) a corpului; 

 m[rimea lui scalar[ nu poate dep[=i o valoare limit[: 

 Mp  l

pM                                                      (4.82) 

Experimental s-a constatat c[: 
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 l

pM   sN                                                    (4.83) 

unde s este un coeficient cu dimensiuni de lungime denumit coeficient de 
frecare de pivotare; se determin[ experimental pentru fiecare caz ]n parte =i 
m[rimea lui depinde de forma =i dimensiunile zonei de contact. 

Trebuie f[cut[ observa\ia c[ atunci c`nd corpul (C) se afl[ ]n repaus, 
trebuie examinat prin ce mi=care (sau combina\ii de mi=c[ri) este posibil[ 
stricarea echilibrului; ]n concluzie, se vor introduce numai acele cupluri care 
apar drept consecin\[ a tendin\ei de mi=care. 

 
 
4.10.2. Articulaţia 
 
Leg[tura unui solid rigid de tipul articula\iei poate fi de dou[ feluri: 

articula\ie spa\ial[ (sau sferic[) =i articula\ie plan[ (sau cilindric[). 
 
a) Articula\ia spa\ial[ sau sferic[. Se spune c[ un solid rigid este 

articulat de alt corp atunci c`nd au un punct comun (fig. 4.49), denumit ]n 
mod curent articula\ie, ]n jurul c[ruia se pot roti oricum, unul ]n raport cu 
cel[lalt. 

Corpul ce prezint[ o articula\ie sferic[ r[m`ne numai cu trei grade de 
libertate ]n raport cu sistemul de referin\[ (CR). Aceste trei grade de liberate 
sunt materializate ]n trei rotiri ]n jurul a trei axe trirectangulare. 

Realizarea practic[ a acestui tip de leg[tur[ se face prin intermediul a 
dou[ sfere. O sfer[ ce apar\ine corpului (C) =i care este cuprins[ de a doua 
sfer[ ce apar\ine corpului de referin\[ (CR). De men\ionat este faptul c[ 
leg[tura se poate realiza =i invers, sfera cuprins[ s[ fie a corpului de 
referin\[. 

 

(C) 

(CR) 

Fig.4.49. 

 

O1 

O2 I 

T Mr

Mp

N 
T 

N 

R 

MA 

Fig. 4.50. 
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Din realizarea practic[ a articula\iei sferice se poate constata c[ de fapt 
acest tip de leg[tur[ este ]n realitate tot un reazem simplu, dar de o form[ 
special[ (fig. 4.50). Datorit[ formei sferice a leg[turii, punctul teoretic de 
contact I poate s[ fie oriunde pe suprafa\a sferei fixe (cea care apar\ine (CR) 
=i care are centrul ]n punctul O1 (fig. 4.50)) . 

Introduc`nd for\ele =i cuplele de momente ce apar ]ntr-un reazem 
simplu, =i reduc`ndu-le apoi ]n centrul sferei fixe se ob\ine: 

R   N T                                              (4.84) 

AM   pM  rM  IO1  T                              (4.85) 

Centrul sferei fixe O1 se nume=te punctul teoretic de articula\ie, iar raza 
sferei fixe r1, raza articula\iei. Din rela\ia (4.85) se constat[ c[ momentul 

AM este creat de frec[rile de alunecare, de rostogolire =i de pivotare ce apar 

]ntre sfera fix[ =i cea mobil[. 

Reac\iunea din articula\ie R  este definit[ astfel: 

 punctul de aplica\ie este ]n centrul sferei fixe, O1; 

 direc\ia =i sensul sunt oarecare deoarece punctul I poate fi oriunde pe 
sfera fix[; 

 m[rimea ei scalar[ poate fi oric`t de mare datorit[ principiului 
rigidit[\ii; 

Cuplul de frecare din articula\ie AM  este definit astfel: 

 punctul de aplica\ie este ]n centrul sferei fixe, O1; 

 direc\ia =i sensul sunt oarecare; 

 m[rimea lui scalar[ nu poate dep[=i o valoare limit[ =i anume: 

MA  l

AM                                                   (4.86) 

unde valoarea limit[ poate fi luat[ sub forma: 

l

AM  R                                                 (4.87) 

]n care  este coeficientul de frecare din articula\ie, cu dimensiunea unei 

lungimi; de la caz la caz,  se determin[ experimental. 
 
 b) Articula\ia cilindric[ sau plan[. }n cazul acestui tip de leg[tur[, cele 

dou[ sfere sunt ]nlocuite de doi cilindri, fapt ce face ca for\ele de leg[tur[ N =i 

T  s[ fie situate ]ntr-un plan perpendicular pe axele celor doi cilindri (fig. 4.51) 

=i cuplul de frecare de pivotare pM  s[ nu existe. Sensul lui T este legat de 
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sensul cuplului de frecare de rostogolire rM , din punctul I ( de fapt, 

rostogolirea se produce ]n jurul generatoarei comune ce trece prin I). 

}n consecin\[, deoarece T  =i rM ating concomitent valorile lor limit[, 

rezult[: 
l

AM  l

rM   rT l  sN rN  (s r) N ;
l

AM R   22 )( lTN   N 21   

unde r este raza cilindrului fix. 
}n final se ob\ine: 

  
21 

 rs
  (4.88) 

Prin natura suprafe\elor ]n contact 
din articula\ie (de obicei ele sunt 

prelucrate fin) se poate neglija 2 ]n 
raport cu 1 =i deci : 

  s r                 (4.89) 

De asemenea, cilindrii ce alc[tuiesc 
articula\ia sunt rigizi =i au razele mici, 

apropiate ca valoare. Din aceast[ cauz[ s se poate neglija ]n raport cu r =i 
se poate lua: 

r                                                     (4.90) 

Sunt ]ns[ cazuri c`nd frecarea de orice natur[ se poate neglija. }n aceast[ 

situa\ie singura for\[ de leg[tur[ ce apare este R(N) ce are necunoscute 
m[rimea =i sensul. 

Deci, ]n cazul articula\iei cilindrice rezultanta for\elor de leg[tur[ se afl[ 
]n planul for\elor efectiv aplicate, iar cuplul de frecare are direc\ia 
perpendicular[ pe acest plan, opun`ndu-se mi=c[rii posibile. 

 
 
4.10.3. Încastrarea 
 
Se spune c[ un corp este ]ncastrat ]n alt corp atunci c`nd ele sunt perfect 

]n\epenite unul ]n altul.  
}n aceast[ situa\ie corpul (C) nu mai are nici-un grad de libertate fa\[ de 

corpul de referin\[ (CR) (fig. 4.52, a). 
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Se constat[ c[ o parte dintre punctele corpului (C), situate pe suprafa\a 
de contact, sunt obligate s[ r[m`na fixe pe suprafa\a similar[ a corpului de 
referin\[. 

Eliber`nd punctele respective se introduc for\ele de leg[tur[ if , oricum 

dispuse =i oric`t de mari (fig. 4.52, b). 
Reduc`nd acest sistem de for\e ]ntr-un punct I oarecare, denumit punct 

teoretic de ]ncastrare, rezult[ o for\[ R  =i un cuplu de moment IM . 

For\a R , numit[ reac\iunea din ]ncastrare, este definit[ astfel: 

 punctul de aplica\ie este ]n punctul teoretic de ]ncastrare; 

 direc\ia =i sensul sunt oarecare; 

 intensitatea este oric`t de mare. 

Cuplul de moment IM , cuplul de moment din ]ncastrare, are 

urm[toarele caracteristici: 


  punctul de aplica\ie este ]n punctul teoretic de ]ncastrare; 

 direc\ia =i sensul sunt oarecare; 

 intensitatea este oric`t de mare. 
Dac[ for\ele efectiv aplicate ce ac\ioneaz[ corpul (C) sunt coplanare, 

atunci ]ncastrarea este o ]ncastrare plan[, la care for\a R  are direc\ia 

cuprins[ ]n planul for\elor, iar cuplul de moment IM  are direc\ia 

perpendicular[ pe planul for\elor. 

 
 
4.10.4. Reprezentarea grafică a diferitelor tipuri de legături 
 
Tipurile particulare de leg[turi pe care un solid rigid le poate avea cu 

sistemul de referin\[ =i care au fost prezentate anterior sunt schematizate at`t 
]n mecanica teoretic[ c`t =i ]n mecanica aplicat[ astfel: 
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a) reazemul simplu punctiform la 
care s-au neglijat toate frec[rile, ca 
]n figura 4.53, a; for\a de leg[tur[ N 
are totdeauna direc\ia 
perpendicular[ pe cele dou[ linii 
paralele; 

b) articula\ia plan[ la care, de 
asemenea s-au neglijat frec[rile, 
ca ]n figura 4.53, b; cele dou[ 
for\e de leg[tur[ introduse V =i H 
pot fi introduse oricum dar cu 
condi\ia de a avea ]ntotdeauna 

suporturile perpendiculare ]ntre ele; 
c)  ]ncastrarea plan[ ca ]n figura 4.53, c; =i aici trebuie ca for\ele de 

leg[tur[ V =i H s[ aib[ suporturile perpendiculare ]ntre ele. 
 
Aplica\ii .   
A.4.6. O bar[ AB de lungime 2l =i greutate P este l[sat[ s[ lunece pe 

suprafa\a interioar[ a unui semicilindru neted de raz[ R. Se cere s[ se 

determine pozi\ia de echilibru prin intermediul unghiului  (fig. 4.54). 
Datorit[ faptului c[ nu 

exist[ frecare, bara AB 
alunec[ pe suprafa\a 
interioar[ a semicili-ndrului 
p`n[ ]n pozi\ia de echilibru. 

Fie  unghiul 
corespunz[tor pozi\iei de 
echilibru (fig. 4.54). 

Corpul AB fiind supus la 
leg[turi ]n A =i C, pentru a 
putea pune condi\ia de torsor 
nul (vezi rela\ia (4.73)) va 
trebui s[ rupem leg[turile =i 
s[ introducem for\ele de 

leg[tur[. 
}n punctul A bara prezint[ o leg[tur[ de tipul reazemului simplu 

punctiform f[r[ frecare. Deci singura for\[ ce apare este AN  perpendicular[ 

pe planul tangent comun (la bar[ =i cilindru) ]n A. 
}n punctul C leg[tura barei este tot un reazem simplu punctiform f[r[ 

frecare, de data aceasta planul tangent comun fiind chiar planul barei =i deci 

ABNC . 

urma planului
tangent comun

x

 y

P

R

NA

NC

O

d

2l

2

lcos








A

B

C

I

Fig. 4.54. 
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For\a efectiv aplicat[ P  =i for\ele de leg[tur[ AN  =i CN , fiind cuprinse 

]n acela=i plan, condi\ia (4.73) se transpune ]n trei ecua\ii scalare: dou[ de 
proiec\ie =i una de moment. 

                            0 OXi )F(pr :     NAcos2 – NCsin 0,                             

(a) 

                            0 OXi )F(pr :     NAsin2  NCcos  P 0,                      

(b) 

                            0 )F( iAM :     Plcos  NC2Rcos 0.                         

(c) 

Din ecua\ia (c) rezult[ NC  
R

Pl

2
 deoarece cos 0  /2 , solu\ie 

neacceptabil[ deoarece ]n acest caz bara AB ar avea pozi\ie vertical[. Deci 

cos 0. 
Din ecua\ia (a) rezult[: 

   NA  NC 

2cos

sin
  

R

Pl

2 

2cos

sin
. 

}nlocuind NA =i NC ]n (b), prin prelucrare, se ob\ine: 

2cos2  
R

l

2
cos 

(d) 

Solu\iile ecua\iei (d) sunt:  

   cos 
R

l

8
 8

44

1
2

2


R

l
  

dintre care cos 
R

l

8
 8

44

1
2

2


R

l
 permite determinarea unghiului  

pentru pozi\ia de echilibru: 

 arc cos(
R

l

8
 8

44

1
2

2


R

l
).                                        (e) 
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Problema propus[ nu poate avea solu\ie pentru orice valori ale lui R =i l 

deoarece cos 1. Din aceast[ cauz[: 

    
R

l

8
 8

44

1
2

2


R

l
   1. 

 Rezult[ l  2R, ce are ca 
semnifica\ie fizic[ faptul c[ centrul de 
greutate al barei (punctul de aplica\ie al 

for\ei P ) este situat ]n st`nga punctului 
C. 

Pentru ca bara AB s[ r[m`n[ ]n 
echilibru, este sufucient ca cele trei 

for\e coplanare AN  , CN  =i P  s[ aib[ 

suporturile concurente ]ntr-un punct, de 
exemplu ]n I. De fapt, bara AB va 
luneca pe suprafa\a interioar[ a 

semicilindrului p`n[ c`nd punctul I se va afla pe  suportul for\ei P . }n  

aceast[ situa\ie d 0 =i MI( iF ) 0, (deoarece MI( AN ) 0 =i MI( CN ) 

0). Rezult[: 

   P2Rcos2  lcos 0, 

sau  

   cos2 
R

l

2
 cos, 

ce conduce la aceea=i ecua\ie (d) cu solu\ia (e). 
A.4.7. Un cilindru de raz[ r =i greutate P este men\inut ]n echilibru pe un 

plan ]nclinat cu ungiul de cea mai mare pant[  de o for\[ F aplicat[ ]n 
centrul de greutate =i paralel[ cu linia de cea mai mare pant[ (fig. 4.47). C`t 
de mare trebuie s[ fie intensitatea for\ei F pentru ca cilindrul s[ r[m`n[ ]n 
echilibru dac[ este considerat[ at`t frecarea de lunecare prin coeficientul de 

frecare de lunecare  c`t =i frecarea de rostogolire prin coeficientul de 
frecare de rostogolire s? 

Se poate constata c[ cilindrul de raz[ r se sprijin[ cu frecare pe planul 

]nclinat. Din aceast[ cauz[ pe l`ng[ for\a de leg[tur[ normal[ N  apare =i 

for\a de frecare de alunecare T , al c[rei sens a fost adoptat ]n ipoteza c[ 
tendin\a de lunecare a cilindrului este ]n susul planului ]nclinat (fig. 4.47). 

 

P 

F 

N 

T 
Mr 



tendin\a de
lunecare tendin\a de 

rostogolire 

r 

Fig. 4.55. 

A 
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Consider`nd c[ mi=carea de pivotare nu se produce, singurul cuplul de 

frecare ce apare este cuplu de frecare de rostogolire rM  al c[rui sens a fost, 

de asemenea, adoptat arbitrar consider`nd c[ tendin\a de rostogolire a 
cilindrului este ]n susul planului ]nclinat (fig. 4.47). 

Sistemul de for\e efectiv aplicate ( P  =i F ) =i de leg[tur[ ( N ,T ), 

formeaz[ un sistem de for\e coplanare, iar cuplul rM  fiind perpendicular pe 

planul for\elor, ecua\iile de echilibru sunt ]n num[r de trei. Ele vor fi scrise 
astfel: o ecua\ie de proiec\ie pe direc\ia planului ]nclinat, o ecua\ie de 
proiec\ie pe o direc\ie normal[ la planul ]nclinat =i o ecua\ie de moment ]n 
raport cu punctul A: 

F – Psin – T  0 ;                                                  (f) 

N – Pcos  0 ;                                                  (g) 

Mr – Fr  Prsin 0.                                                  (h) 

Se poate constat c[ sunt patru necunoscute (m[rimile for\elor F, N, T =i 
marimea cuplului Mr) =i doar trei ecua\ii. Din aceast[ cauz[ l`ng[ condi\iile 
de echilibru de natur[ static[ trebuie precizate =i condi\iile de natur[ fizic[ 
(condi\iile de natur[ geometric[ fiind implicite): 

 T    N (i) 

 Mr  sN. (j) 

Echilibrul se poate strica fie prin alunecare, fie prin rostogolire, fie prin 
alunecare =i rostogolire. Mai ]nt`i se va studia pierderea echilibrului prin 
alunecare, apoi prin rostogolire, urm`nd ca ]n final s[ se fac[ o analiz[ a 
diferitelor cazuri. 

Condi\ia de nealunecare. Din ecua\ia (f) rezult[:  

  T  F – Psin,  
iar din (g) 

   N  Pcos. 

}nlocuind aceste valori ]n inegalitatea (i) rezult[:  

  F    P(sin  cos).  

Pentru a determina valoarea for\ei F la care cilindrul nu va aluneca ]n 
josul planului, ]n ultima rela\ie se schimb[ sensul inegalit[\ii =i semnul 
coeficientului  de  frecare de lunecare. Rezult[:  

  F   P(sin  cos).  

Codi\ia general[ de nealunecare a cilindrului pe planul ]nclinat va fi : 
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    P(sin  cos)   F   P(sin  cos). (k) 

Condi\ia de nerostogolire. Din ecua\ia (h) se determin[:  

  Mr  Fr  Prsin.  
}nlocuit ]n (j) el ne duce la valoarea for\ei F pentru care cilindrul nu se 

rostogole=te ]n susul planului ]nclinat:  

  F  P(sin  
r

s
cos).  

Pentru ca echilibrul s[ nu se strice prin rostogolire ]n josul planului for\a 
F trebuie s[ ]ndeplineasc[ condi\ia:   

  F   P(sin  
r

s
cos). 

Codi\ia general[ de nerostogholiore a cilindrului pe planul ]nclinat va fi 
deci: 

  P(sin  
r

s
cos)  F    P(sin  

r

s
cos). (l) 

Din analiza inecua\iilor (k) =i (l) se eviden\iaz[ urm[toarele modalit[\i 
de pierdere a echilibrului ro\ii: 

 dac[ s/r atunci echilibru se pierde prin alunecare; 

 dac[  s/r atunci echilibrul se pierde prin rostogolire; 

 dac[  s/r atunci echilibrul se pierde at`t prin alunecare c`t =i prin 
rostogolire. 

De obicei la ro\ile de vehicole  s/r din care cauz[ la urcare roata 
]ncepe mai ]nt`i s[ se rostogoleasc[.  

 
Teste 

T.4.16. O articula\ie sferic[ r[pe=te unui solid rigid: 
 a) dou[ grade de libertate; 
 b) trei grade de libertate; 
 c) patru grade de libertate; 
 d) cinci grade de libertate. 
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 T.4.17. O articula\ie cilindric[ r[pe=te unui solid rigid: 
 a) dou[ grade de libertate; 
 b) trei grade de libertate; 
 c) patru grade de libertate; 
 d) cinci grade de libertate. 
T.4.18. Bara AB de lungime 2l =i greutate G este articulat[ ]n A =i se 

sprijin[ pe un semicilindru neted de raz[ r (fig. 4.56). For\a de leg[tur[ 
dintre bar[ =i semicilindru are valoarea: 

 a) Gl/r;       b) Gl/rsin;     c) Glsin/r      c) – Gr/l. 

T.4.19. Bara AB de lungime 2l =i greutate G este articulat[ ]n A =i se 
sprijin[ pe un cilindru neted de raz[ r (fig. 4.57). For\a de leg[tur[ dintre 
bar[ =i cilindru are valoarea: 

a) 
2

cos


 ctg
r

l
G ;   

b) 
2

sin


 ctg
r

l
G ;   

c)
2

sin


 tg
r

l
G ;       

d) 
2

cos


 tg
r

l
G . 

 

T.4.20. Pentru cadrul din figura 4.58. valoarea momentului din 
]ncastrarea A este: 

 a) 3Fa;     b) 4Fa;      

 c) 5Fa;     c) 6Fa.  

F 

2F
3Fa 

MA 

3a a 

2a 

Fig. 4.58. 
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5. STATICA SISTEMELOR DE CORPURI 
 
5.1. DEFINIŢIE, LEGĀTURI, FORŢE EFECTIV APLICATE,  
       FORŢE DE LEGĀTURĀ 
 
Un sistem de corpuri const[ dintr-un grup de corpuri, legate ]ntre ele 

prin leg[turi de tipul celor examinate ]n capitolul 4.10: reazeme simple, 
articula\ii sau ]ncastr[ri.  

Un corp ce apar\ine sistemului poate avea leg[turi exterioare cu unul sau 
mai multe corpuri de referin\[, ]n unul sau mai multe puncte ale lui. De 
asemenea, el poate avea leg[turi interioare cu unul sau mai multe corpuri 
din sistem, ]n unul sau mai multe puncte ale lui (fig. 5.1). 

Ca urmare for\ele de leg[tur[ ce apar ]n cadrul unui sistem de corpuri 
pot fi: 

 for\e de leg[tur[ exterioare – cele care se manifest[ ]ntre corpurile ce 
alc[tuiesc sistemul =i corpurile de referin\[; 

 for\e de leg[tur[ interioare – cele care se manifest[ ]ntre corpurile ce 
alc[tuiesc sistemul. 

Referitor la for\ele care apar ]n cazul sistemelor de corpuri – for\e 

efectiv aplicate =i for\e de leg[tur[  trebuie precizat c[ opera\iile 
elementare de echivalen\[ nu se pot aplica dec`t asupra for\elor ce 
ac\ioneaz[ asupra fiec[rui corp ]n parte. 

Leg[turi interioare

(CR) 

(CR)

Leg[turi exterioare 

(C1) 

(C2)
(C3)

Fig. 5.1.

Sistemul de repere
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Iar ]n ceea ce prive=te for\ele de leg[tur[ interioare, acestea sunt egale 
dou[ c`te dou[ =i direct opuse, conform principiului egalit[\ii ac\iunilor 
reciproce.  

 
 
5.2. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI  
       ACŢIONATE DE FORŢE 
 
Pentru ca un sistem de corpuri ac\ionat de for\e s[ fie ]n echilibru este 

necesar ca fiecare dintre corpurile ce-l alc[tuiesc s[ se afle ]n echilibru fa\[ 
de un reper ales. }n acest fel, fiecare corp este ]n echilibru =i fa\[ de celelalte 
corpuri din sistem. Rezult[ de aici necesitatea izol[rii fiec[rui corp ]n parte 
(fig. 5.2). 

Acest lucru se realizeaz[ prin ruperea tuturor leg[turilor, at`t cele 
exterioare c`t =i cele interioare =i ]nlocuirea lor cu for\e corespunz[toare 
fiec[rui tip de leg[tur[ ]n parte, ]n baza pricipiului for\elor de leg[tur[. 
Trebuie avut ]n vedere c[ ]n cazul for\elor de leg[tur[ interioare acestea 
trebuiesc introduse pe corpurile  pe  care apar, ca perechi de for\e egale =i 
direct opuse: 

  
;

;

jiij

jiij
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Fig. 5.2.
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indicii ij arat[ c[ sistemul de for\e de leg[tur[ interioar[ este format din 
for\e care sunt aplicate corpului (Ci) =i care reprezint[ ac\iunea mecanic[ a 
corpului (Cj), asupra corpului (Ci). 

}n urma izol[rii corpurilor, fiecare corp din sistem, ac\ionat at`t de 
for\ele efectiv aplicate, c`t =i cele de leg[tur[, devine liber =i, deci, i se pot 
pune condi\iile de echilibru sub forma (4.73). Rela\iile statice ob\inute din 
condi\iile (4.73) se completeaz[, pentru fiecare corp ]n parte, cu rela\iile de 
natur[ geometric[, unde este cazul, =i cu rela\iile de natur[ fizic[. 

}n felul acesta din condi\iile de natur[ static[, pentru fiecare corp ]n 
parte, se ob\ine un sistem de 6 ecua\ii (sau 3 ecua\ii ]n cazul ]n care sistemul 
de for\e efectiv aplicate =i de leg[tur[ ce ac\ioneaz[ asupra corpului 
formeaz[ un sistem coplanar de for\e). Acest sistem se completeaz[ cu 
ecua\iile de natur[ geometric[ =i fizic[ – acolo unde este cazul. 

Reunind ecua\iile scrise pentru toate corpurile, se ob\ine sistemul global de 
ecua\ii care exprim[ condi\iile de echilibru pentru sistemul de corpuri studiat. 
}n cadrul acestui sistem necunoscutele ce pot apare pot reprezenta, pe de o 
parte, parametrii prin intermediul c[rora sistemul de corpuri se afl[ ]n echilibru, 
iar pe de alt[ parte, for\ele din cadrul sistemului, ]n general m[rimi scalare ale 
for\elor de leg[tur[. 

Pentru ca sistemul s[ aib[ solu\ie trebuie ca num[rul total al ecua\iilor s[ 
fie egal cu num[rul general al necunoscutelor. 

 
 
5.2.1. Teorema echilibrului părţilor 
 
Deoarece, ]n cadrul unui sistem de corpuri aflat ]n echilibru fa\[ de un 

reper ales, fiecare corp ]n parte se afl[ ]n echilibru fa\[ de reperul considerat =i 
fa\[ de celelalte corpuri, rezult[ c[ dou[ sau mai multe corpuri, ce formeaz[ 
un subsistem, se afl[ ]n echilibru fa\[ de celelalte corpuri ce alc[tuiesc 
sistemul. De aici, posibilitatea ca un sistem de corpuri s[ fie ]mp[r\it ]n dou[ 
sau mai multe subsisteme pentru care echilibrul se exprim[ ca =i c`nd ar 
forma fiecare un sistem rigid. Bine]n\eles c[, ]n aceast[ situa\ie toate for\ele 
interioare dintre corpurile ce alc[tuiesc subsistemul nu vor apare, fiind 
specificate numai for\ele efectiv aplicate asupra subsistemului =i for\ele de 
leg[tur[ dintre corpurile subsistemului =i corpurile de referin\[, pe de o parte, 
=i celelalte corpuri ale sistemului, pe de alt[ parte. 

Avantajul metodei bazat[ pe teorema echilibrului p[r\ilor const[ ]n 
aceea c[ se pot determina anumi\i parametri sau for\e de leg[tur[ prin 
scrierea unui num[r mult mai mic de ecua\ii dec`t ]n cazul metodei izol[rii 
corpurilor. 
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Se face precizarea c[ ecua\iile de echilibru dob`ndite prin metoda 
echilibrului p[r\ilor nu constitue ecua\ii suplimentare la sistemul general de 
ecua\ii, ob\inut atunci c`nd echilibrul sistemului de corpuri se studiaz[ izol`nd 
fiecare corp ]n parte. 

 
 
5.2.2. Teorema solidificării 
 
Teorema solidific[rii demonstreaz[ c[ dac[ un sistem de corpuri rigide 

supuse la leg[turi exterioare se afl[ ]n echilibru sub ac\iunea unui sistem de 
for\e efectiv aplicate, el r[m`ne ]n echilibru sub ac\iunea acestor for\e =i ]n 
cazul ]n care ar deveni un rigid cu leg[turile exterioare ini\iale. Pe baza 
acestei teoreme se poate considera sistemul de corpuri ca un singur solid 
rigid care trebuie s[ fie ]n echilibru sub ac\iunea for\elor efectiv aplicate =i a 
for\elor de leg[tur[ exterioare. }n felul acesta ecua\iile de echilibru ce pot fi 
scrise vor con\ine numai for\ele efectiv aplicate =i for\ele de leg[tur[ 
exterioare. Prin rezolvarea acestor ecua\ii se pot determina anumi\i 
parametri de echilibru =i/sau anumite for\e de leg[tur[ exterioare =i se pot 
verifica calculele efectuate prin celelalte metode. 

Se precizeaz[ =i ]n acest caz, c[ ecua\iile de echilibru dob`ndite prin 
metoda solidific[rii nu constitue ecua\ii suplimentare la sistemul general de 
ecua\ii ob\inut prin metoda izol[rii corpurilor. 

 

 

5.3. GRINZI CU ZĀBRELE 

 
Grinzile cu z[brele constituie sisteme de bare, indeformabile din punct 

de vedere geometric, numite z[brele.  
Z[brelele sunt legate at`t ]ntre ele c`t =i de corpurile de referin\[ prin 

articula\ii situate la capetele lor.  
Locul unde se leag[ dou[ sau mai multe bare se nume=te nod.  
For\ele efectiv aplicate ce ac\ioneaz[ asupra z[brelelor sunt aplicate 

numai la nodurile acestora. 
Leg[turile exterioare ale unei grinzi cu z[brele sunt complete, ]n sensul 

c[ acestea nu permit grinzii nici o mi=care provocat[ de for\ele efectiv 
aplicate, fa\[ de un reper dat. 
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 Talp[ superioar[

Talp[ inferioar[

Diagonale 

Fig. 5.3. 

}n cazul ]n care toate z[brelele ce alc[tuiesc grinda =i for\ele ce le 
ac\ioneaz[ sunt con\inute ]ntr-un plan, grinda cu z[brele este numit[ gind[ 
plan[ (fig. 5.3), ]n caz contrar este grind[ spa\ial[. 

}n func\ie de pozi\ia pe care o ocup[, barele unei grinzi cu z[brele poart[ 
diverse denumiri (fig. 5.3): t[lpi (barele care formeaz[ conturul grinzii cu 
z[brele); diagonale =i montan\i (barele care au axele perpendiculare pe t[lpi 
la grinzi cu t[lpile paralele). 

Pentru ca o grind[ cu 
z[brele s[ constitue un sistem 
indeformabil din punct de 
vedere geometric, ]ntre num[rul 
barelor b =i num[rul nodurilor 
n, trebuie s[ existe rela\ia: 

b  2n – 3,              (5.2) 

pentru grinzi cu z[brele plane; 

           b  3n – 6,               (5.3) 

pentru grinzi cu z[brele plane. 
Dup[ cum se va demonstra ]n continuare aceste condi\ii ]ns[ nu sunt 

suficiente pentru ca orice grind[ cu z[brele – palan[ sau spa\ial[ - s[ fie =i 
static determinat[. 

 
 
5.3.1. Calculul grinzilor cu zăbrele 
 
Izol`nd o bar[ din cadrul unei grinzi cu z[brele prin sec\ionarea 

articula\iilor de la capete, pentru ca ea s[ r[m`n[ ]n echilibru sub ac\iunea 

for\elor de leg[tur[ iR  =i jR  

(fig. 5.2, a) trebuie ca aceste 
for\e s[ aib[ direc\ia axei 
barei, sensurile contrare =i 
modulele egale   (fig. 5.4, b). 

Rezult[ c[ barele unei 
grinzi cu z[brele sunt sau 
]ntinse sau comprimate. A=a 
dar, dac[ se sec\ioneaz[ o 
bar[ =i se introduce for\a de 
leg[tur[, care s[ reprezinte 
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ac\iunea p[r\ii ]nl[turate asupra p[r\ii r[mase, aceasta va avea, de asemenea, 
direc\ia axei barei. Acest[ for\[ de leg[tur[ poart[ numele de efort sec\ional 
axial =i el poate fi de compresiune sau de ]ntindere. 

Problema care se pune este determinarea acestor eforturi sec\ionale. Din 
acest punct de vedere rela\iile (5.2) =i (5.3) sunt necesare, dar nu =i 
suficiente pentru a realiza o grind[ cu z[brele static determinat[, adic[ o 
grind[ cu z[brele la care se pot determina eforturile din bare. Din aceast[ 
cauz[ pe l`ng[ aceste condi\ii trebuie pus[ =i condi\ia de strict[ 
indeformabilitate, ce va fi prezentat[ ulterior. Grinzile cu z[brele ce nu 
]ndeplinesc aceast[ condi\ie sunt denumite sisteme critice.   

Metodele de determinare a eforturilor sec\ionale ]n barele unei grinzi cu 
z[brele, utilizate ]n continuare, au la baz[ teoremele prezentate la 
echilibrului unui sistem de corpuri ac\ionat de for\e (v. par. 5.2). 

Metoda separ[rii nodurilor. Aceast[ metod[ are la baz[ metoda 
separ[rii corpurilor =i const[ ]n izolarea fiec[rui nod al grinzii cu z[brele. 
Izolarea se efectueaz[ prin sec\ionarea tuturor barelor adiacente unui nod =i 
introducerea eforturilor sec\ionale axiale cu sensul lor pozitiv, care, ]n mod 

conve\ional, este cel de 
]ntindere (fig. 5.4). Dac[ 
nodul izolat prezint[ leg[turi 
exterioare atunci acestea se 
]nlocuiesc cu for\ele de 
leg[tur[ corespunz[toare. De 
asemenea, dac[ ]n nodul 
izolat exist[ =i for\e efectiv 
aplicate, ele trebuie luate ]n 
considerare. 

}n felul acesta se izoleaz[ 
fiecare nod =i fiecare bar[. 
A=a cum s-a ar[tat, eforturile 

din bare sunt axiale deci eforturile aplicate ]n noduri au direc\iile cunoscute. 
Pentru determinarea m[rimilor acestora r[m`ne s[ se exprime numai 
echilibrul fiec[rui nod. 

Din cele prezentate rezult[ c[ ]n fiecare nod izolat va exista un sistem de 
for\e concurente. Prin exprimarea echilibrului tuturor nodurilor se vor scrie 
n rela\ii de forma: 

  iF   


n
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  0 (ij)  (5.4) 
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]n care iF   a

iF   
l

iF  reprezint[ suma tuturor for\elor efectiv aplicate =i de 

leg[tur[ din nodul i. 
Rela\iile vectoriale (5.4) duc la scrierea a 2n rela\ii scalare ]n cauzul 

grinzii cu z[brele plane =i la 3n rela\ii ]n cazul grinzii cu z[brele spa\iale. }n 
ecua\iile astfel ob\inute apar ca necunoscute eforturile sec\ionale Nij =i 

for\ele de leg[tur[ exterioare. Cum Nij  Nji, num[rul eforturilor din bare este 
egal cu num[rul barelor b.  

}n cazul unei grinzi cu z[brele plane vor exista 2n ecua\ii cu b 3 

necunos-cute, iar ]n cazul grinzii cu z[brele spa\iale, 3n ecua\ii cu b  6 
necunoscute. 

Rezult[ c[ eforturile ]n barele unei grinzi cu z[brele se pot determina 
dac[ rela\iile (5.2) =i (5.3) sunt satisf[cute la limit[. Aceasta reprezint[ 
condi\ia de strict[ indeformabilitate. 

Cele 2n, respectiv 3n ecua\ii se rezolv[ u=or apel`nd la tehnici moderne 
de calcul. }n anumite cazuri ]ns[, sistemul general de ecua\ii se poate 
rezolva u=or atunci c`nd, de exemplu, o grind[ plan[ este alc[tuit[ din bare 
care formeaz[ triunghiuri juxtapuse ]n plan. }n acest caz exit[ ]ntotdeauna 
un nod unde sunt doar dou[ bare ]n care eforturile sunt necunoscute =i care 
prin scrierea condi\iilor de echilibru pot fi determinate. Odat[ cunoscute 
aceste eforturi, se poate trece la izolarea unui nod vecin celui studiat ]n care, 
de asemenea, s[ existe numai dou[ bare ]n care eforturile sunt necunoscute. 
}n felul acesta se pot determina toate eforturile prin scrierea de ecua\ii 
simple, ]n care s[ apar[ cel mult dou[ necunoscute. 

Acest[ metod[ comport[ cunoa=terea for\elor de leg[tur[ exterioare, cel 
pu\in ]n primul nod de la care ]ncepe scrierea ecua\iilor. 

Dac[ nu exist[ nici un nod ]n care for\ele exterioare (efectiv aplicate =i 
de leg[tur[) s[ fie cunoscute =i s[ existe cel mult dou[ bare concurente 
(pentru grinda plan[), atunci for\ele de leg[tur[ se vor determina prin 
teorema solidific[rii.  

Aceast[ metod[ permite 
determinarea tuturor 
eforturilor din bare, ]ns[ 
volumul de lucru este mare, 
iar corectitudinea rezultatelor 
poate fi verificat[ numai 
dup[ scrierea ultimilor 
ecua\ii. Dac[ se constat[ c[ 
ecua\iile de verificare nu sunt 
]ndeplinite, nu se cunoa=te 
unde este gre=ala =i calculul 
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trebuie reluat de la prima la ultima ecua\ie. 
Existen\a erorilor de calcul poate fi pus[ ]n eviden\[ prin utilizarea 

teoremei echilibrului p[r\ilor sau a solidific[rii. 

Metoda sec\iunilor oarecare. Aceast[ metod[ se bazeaz[ pe teorema 
echilibrului p[r\ilor =i const[ ]n ]mp[r\irea grinzii cu z[brele ]n dou[ p[r\i 
distincte printr-o sec\iune oarecare. }n cazul grinzii cu z[brele plane, 
sec\iunea trebuie s[ taie cel mult trei bare neconcurente ]n care eforturile s[ 
fie necunoscute. Pentru barele sec\ionate se introduc eforturile sec\ionale cu 
sensurile lor pozitive dup[ care se exprim[ echilibrul uneia dintre p[r\i. }n 
cazul grinzii cu z[brele plane vor rezulta trei ecua\ii de echilibru ]n care, 
pentru a ob\ine solu\ii nu trebuie s[ apar[ mai mult de trei necunoscute. 
Ecua\iile de echilibru se vor alege =i se vor scrie ]n mod convenabil astfel 
]nc`t ]n fiecare din ele s[ apar[ doar o necunoscut[. 

Spre exemplu, pentru grinda cu z[brele din figura 5.5, ]n urma sec\ion[rii se 
alege pentru exprimarea echilibrului partea dreapt[ (cea ]n care sunt nodurile 4 
=i 5) deoarece este mai simpl[ =i sunt mai pu\ine for\e efectiv aplicate =i de 
leg[tur[. 

Pentru scrierea ecua\iilor de echilibru se aleg ecua\ii de moment. Astfel 
pentru determinarea efortului N5-3 se va scrie ecua\ia de moment ]n nodul 4 
deoarece fa\[ de acest nod, eforturile N4-2 =i N4-3 nu dau moment. Pentru 
determinarea efortului N4-2 se va scrie o ecua\ie de moment ]n raport cu 
nodul 3, iar pentru determinarea efortului N4-3 se va scrie o ecua\ie de 
moment ]n raport cu punctul I (cu toate c[ se vor ]nt`mpina dificult[\i la 
exprimarea bra\elor for\elor). 

Aceast[ metod[ prezint[ avantajul c[ permite s[ se determine anumite 
eforturi sec\ionale repede =i exact, f[r[ a scrie un num[r mare de ecua\ii. 

La fel ca =i ]n cazul metodei izol[rii nodurilor, ]n anumite situa\ii, este 
necesar[ cunoa=terea prealabil[ a for\elor de leg[tur[ exterioare (prin 
aplicarea teoremei solidific[rii). 

}n practic[, de cele mai multe ori, cele dou[ metode se aplic[ cuplat ]ntr-
un mod avantajos. 
 

Aplica\ii.   
A.5.1. Dou[ sfere omogene, identice, de raz[ r, fiecare având greutatea 

G, sunt a=ezate ]n interiorul unui cilindru drept, de raz[ R, deschis la ambele 
capete, =i care st[ pe o mas[ orizontal[ aspr[. S[ se determine greutatea 
minim[ a cilindrului, necesar[ pentru ca el s[ nu se r[stoarne, neglijând 
grosimea pere\ilor lui. 

Pentru rezolvarea problemei se aplic[ metoda izol[rii corpurilor. Astfel, 
izol`nd cilindul, asupra lui ac\ioneaz[, pe l`ng[ for\a efectiv aplicat[ Q, =i 
cele dou[ for\e de leg[tur[ interioare NC =i ND. For\a de leg[tur[ exterioar[ 
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N pentru situa\ia de echilibru trebuie s[ aib[ punctul de aplica\ie ]n 
interiorul perimetrului de sprijin al cilindrului. Deoarece ne intereseaz[ 
valoarea minim[ a greut[\ii Q pentru ca sistemul s[ r[m`n[ ]n echilibru, 
vom introduce reac\iunea N ]n punctul A (se va neglija grosimea peretelui 
cilindrului), studiind ]n acest caz echilibrul la limit[ (fig. 5.7). 

 
Ecua\iile de echilibru au forma: 

NC – ND  0; 

N – Q  0; 

NC r (2sin 1) – ND r  QR  0. 

}n figura 5.8 sunt prezentate cele dou[ sfere cu for\ele efectiv aplicate =i 
de leg[tur[ ce le ac\ioneaz[.  

Se poate constata c[ 
sistemele de for\e astfel 
ob\inute sunt compuse din 
for\e concurente =i 
coplanare, deci, condi\iile 
de echilibru se exprim[ 
doar prin dou[ ecua\ii de 
proiec\ie (pe orizontal[ =i 
vertical[). Astfel pentu 
sfera din figura 5.8, a 
ecua\iile de echilibru au 
forma: 

ND – NE cos 0; 

NB – G – NE sin  0. 
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Pentru sfera din figura 5.8, b ecua\iile de echilibru sunt: 

NE cos  NC 0; 

NE sin   G  0. 

Prin rezolvarea succesiv[ a ecua\ilor prezentate =i prin eliminarea 
for\elor de leg[tur[ interioare se ob\ine: 

          NE  
sin

G
;               NC  ND  Gctg;  

         NB  2G;                   2Grcos  QR.  

Valoarea minim[ a greut[\ii Q pentru ca cilindrul s[ nu se r[stoarne este: 

Qmin  2G
R

rR 
,  deoarece cos  

R

rR 
 (vezi fig. 5.6). 

A.5.2. Pentru grinda cu z[brele din figura 5.9 solicitat[ de for\a F 
aplicat[ ]n nodul 3, se cere determinarea eforturile sec\ionale din bare. 

Pentru determinarea eforturilor sec\ionale se folose=te metoda separ[rii 
nodurilor. Se poate constata c[ ]n cazul grinzii cu z[brele analizate nu este 
necesar ca, ]n prealabil, s[ se determine for\ele de leg[tur[ exterioere (V1, 
V4, H4), deoarece metoda aplicat[ ]ncepe prin separarea nodului 3. }n acest 
nod sunt concurente dec`t 2 bare, astfel ]nc`t, prin scrierea ecua\iilor de 
echilibru (2 la num[r) se pot determina cele dou[ eforturi sec\ionale ]n 

func\ie de for\a efectiv aplicat[ F. Se trece apoi  ]n ordine – la nodurile 2,1 
=i 4 ob\in`ndu-se urm[torul sistem de ecua\ii: 

N3-4 sin300  F  0;                      N2-3 – N2-1 sin450  0;   

N1-4  N1-2 cos450  0;                   N3-2  N3-4 cos300  0;  

N2-4  N1-2 cos450  0;                   N1-2 cos450 – V1  0; 

N4-3 sin600 – N4-1  H4  0;            N4-3 cos600  N4-2 – V4  0. 

Folosind egalit[\ii N2-3  N3-2; N1-2  N2-1; N3-4  N4-3; N4-1  N1-4 =i N4-2  
N2-4 se rezolv[, pe r`nd, ecua\iile anterioare, ob\in`ndu-se eforturile din 
bare, precum =i reac\iunile din leg[turi.  

Astfel:  

  N3-4  N4-3  2F;         N2-3  N3-2  F 3 ;         N1-2  N2-1  F 6 ; 

  N4-2  N2-4  F 3 ;      N4-1  N1-4  F 3 ;      V1  F 3 ; 
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H4  0 ;      V4  F(1 3 ). 

 Verificarea rezultatelor se poate face folosind teorema solidific[rii prin 
scrierea ecua\iilor de proiec\ie pe orizontal[ =i pe vertical[ =i a ecua\iei de 
moment ]n raport cu nodul 4: 

H4  0 ;     F  V1 – V4  0 ;   V1a  Factg300  0. 

A.5.3. Pentru cadrul cu trei articula\ii din figura 5.10, a se cere s[ se 
determine for\ele de leg[tur[. 

Cele dou[ corpuri care alc[tuiesc sitemul de cadre sunt legate ]ntre ele 
prin intermediul articula\iei B, iar de corpul de referin\[ prin intermediul 
articula\iilor A =i C. Toate cele trei articula\ii sunt articula\ii plane 
(cilindrice) ]n care se neglijeaz[ frec[rile. Din aceast[ cauz[, ]n urma ruperii 
leg[turilor, ]n A, B =i C se introduc dec`t c`te dou[ for\e de leg[tur[, care au 
suporturile perpendiculare. 

For\ele HA, VA, HC =i VC sunt for\e de leg[tur[ exterioare. For\ele HB =i 
VB sunt for\e de leg[tur[ interioare, fapt pentru care, pe cele dou[ cadre, 
aceste for\e   s-au introdus de sensuri contrare, m[rimile lor fiind egale (fig. 
5.10, a =i b). 

Sistemele de for\e compuse din for\ele efectiv aplicate =i de leg[tur[, 
care ac\ioneaz[ asupra celor dou[ cadre, formeaz[ sisteme de for\e 
coplanare. }n consecin\[, pentru fiecare cadru se poat scrie 3 ecua\ii de 
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echilibru, ]n total 6 ecua\ii. Necunoscutele din aceste ecua\ii le reprezint[ 
for\ele de leg[tur[, ]n num[r de 6. Rezult[ c[ sistemul ecua\iilor de echilibru 
poate fi rezolvat, el fiind un sistem de 6 ecua\ii cu 6 necunoscute.  

 
Rezolvarea acest sistem poate fi u=urat[ mult dac[ se folose=te 

particularitatea sistemului de cadre, care consta ]n faptul c[ cele dou[ 
articula\ii exterioare se afl[ la acela=i nivel (fig. 5.10, a). Prin introducerea 
for\elor de leg[tur[ exterioare a=a cum este prezentat ]n figura 5.10, a, se 
poate aplica metoda solidific[rii pentru determinarea for\elor VA =i VC. Acest 
lucru este posibil scriind ecua\ii de moment ]n A, respectiv C, pe ]ntreg 
sistemul, ecua\ii ]n care vor apare ca necunoscute VC, respectiv VA , deoarece 
for\ele HA =i HC nu dau momente ]n raport cu cele dou[ articula\ii exterioare. 

  0 )F( iAM  :  3Fa  4Fa  3Fa – VC  4a  0   VC  2,5F; 

  0)(  iC FM  :  3Fa  4F3a  3Fa  VA  4a  0   VA  1,5F. 

}nainte de a calcula celelalte for\e de leg[tur[ se poate verifica 
corectitudinea calculelor anterioare prin scriere ecua\iei de proiec\ie pe 
vertical[: 
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  0)(  vertiFpr  : 1,5F – 4F  2,5F  0. 

 Pentru determinarea for\elor HA =i HC se scriu dou[ ecua\ii de moment 
]n raport cu punctul B, dar pe cele dou[ corpuri separate. 

   0)( 
 BAiB FM  :  3Fa  1,5F2a  4Fa  HA  2a  0   HA  

F; 

   0)( 
 CBiB FM  :  3Fa  2,5F2a  HC  2a  0   HC  4F. 

+i aceste calcule se pot verifica prin scrierea unei ecua\ii de proiec\ie pe 
orizontal[ pentru toate for\ele de pe ]ntreg sistemul (metoda solidific[rii): 

  0)(  oriziFpr  : F  3F  4F  0. 

Pentru determinarea lui HB =i VB, pe unul din cele dou[ corpuri se pot 
scrie ecua\ii de proiec\ie pe orizontal[, respectiv vertical[. Rezult[: 

   0)( 
 BAoriziFpr  : F  HB  0  HB  F; 

   0)( 
 BAvertiFpr  : 1,5F F  VB  0  VB  2,5F. 

Verificarea acestor rezultate se face scriind dou[ ecua\ii de proiec\ie, 
similare cu cele precedente, dar pentru corpul B – C   

   0)( 
 CBoriziFpr  : F  3F 4F  0; 

   0)( 
 BAvertiFpr  : 2,5F F   0. 

Teste 

T.5.1. Condi\ia necesar[ pentru ca o grind[ cu z[brele plan[ alc[tuit[ 
din n noduri =i b bare s[ formeze un sistem indeformabil din punct de 
vedere geometric este: 

 a) b  2n – 3;     b) b  2n – 3;        

      c) b  3n – 6;     d) b  3n – 6. 

 T.5.2. Care din urm[toarele afirma\ii este adev[rat[: 

  a) }n cadrul unui sistem de corpuri for\ele de leg[tur[ exterioare 
formeaz[ un sistem nul; 

  b) }n cadrul unui sistem de corpuri for\ele de leg[tur[ interioare au 
torsorul nul ]ntr-un punct; 

 c) }n cadrul unui sistem de corpuri for\ele de leg[tur[ exterioare au 
torsorul nul ]ntr-un punct; 
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 d) }n cadrul unui sistem de corpuri for\ele de leg[tur[ interioare 

formeaz[ un sistem nul; 

T.5.3. Pentru grinda cu z[brele din figura 5.11 efortul sec\ional din bara 
5 – 3 este: 

 a) N5-3  4F;     b) N5-3  5F;      

      c) N5-3  3F;     d) N5-3  F. 

T.5.4. Pentru grinda cu z[brele din figura 5.12 efortul sec\ional din bara 3 – 
4 este: 

 a) N3-4  2F;     b) N3-4  5F;      

      c) N3-4  3F;     d) N3-4  F 

T.5.5. Pentru sistemul de cadre din figura 5.13 for\ele de leg[tur[ 
exterioare verticale din A =i C au valorile: 

 a) VA  0,3F; VC  0,7F;      b) VA  0,8F; VC  0,2F; 

 c) VA  0,6F; VC  0,4F;   d) VA  0,1F; VC  0,9F.  

43
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T.5.6. Dou[ bare omogene AB (fig.5.15) de lungime 2a =i CE, de 
lungime 2b =i greutate Q se pot roti ]ntr-un plan vertical: prima ]n jurul 
mijlocului s[u D, a doua ]n jurul articula\iei C, situat[ pe aceea=i vertical[ 

cu D la distan\a CD  a. De cap[tul B al barei AB este legat[ o greutate P. 
Bara AB sprijinindu-se cu capul A pe bara CE, o ]nclin[ din pozi\ia ei 

vertical[. }n pozi\ia de echilibru unghiul CAD   are valoarea: 

 a) 
Pa

Qb

4
arcsin1  ; 2  0; 

 b) 
Qa

Pb

4
arcsin1  ; 2  0; 

 c) 
Pa

Qb

4
arccos1  ; 2  0; 

d) 
Qa

Pb

4
arcsin1  ; 2  0. 
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 1. NOŢIUNI FUNDAMENTALE 
 
 În cadrul mecanicii teoretice corpurile au fost considerate ca fiind perfect 
rigide. În realitate, sub acţiunea forţelor exterioare şi a mişcării, corpurile se 
deformează şi chiar se pot distruge producând pagube. 
 Partea mecanicii care studiază mecanica mediilor deformabile este Mecanica 
aplicată. Aceasta are drept obiect de studiu solidul perfect elastic, solidul perfect 
plastic, mecanica fluidelor ideale şi a celor reale. 
 Cu aspectele teoretice ale mecanicii aplicate se ocupă: Teoria elasticităţii, 
Teoria plasticităţii şi Mecanica fluidelor, iar cu problemele practice: Mecanica 
construcţiilor (adică Statica, Dinamica şi Stabilitatea Construcţiilor), Rezistenţa 
materialelor şi Hidraulica. 
 Rezistenţa materialelor, care are drept obiect de studiu efectele interne ale 
forţelor aplicate asupra corpurilor deformabile, furnizează cunoştinţele necesare 
proiectării şi exploatării în deplină siguranţă şi cu eficienţă economică, a 
construcţiilor de orice fel, de la cele mai simple la aparate şi maşini extrem de 
complexe. 

 
 1.1. CLASIFICAREA CORPURILOR 
 
 Elementele constitutive ale construcţiilor, maşinilor şi utilajelor, prin care se 
asigură funcţionarea, rezistenţa şi durabilitatea acestora, pe toată durata de 
exploatare, sunt modelate de Rezistenţa materialelor drept corpuri solide sau 
simple corpuri. 
 În funcţie de dimensiunile lor geometrice, în formă schematizată, corpurile se 
împart în trei mari grupe: bare, plăci şi corpuri masive (blocuri).  
 
 1.1.1. Bare 
 

Barele sunt corpuri care au o dimensiune (şi anume lungimea) cu mult mai 
mare decât celelalte două (lăţimea şi grosimea). Ele sunt caracterizate prin axa 
longitudinală şi secţiunea plană şi dreaptă (secţiunea transversală) (fig.1.1, a). 
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Secţiunea transversală rezultă din intersecţia barei cu un plan perpendicular pe 

tangenta la axa barei. Axa longitudinală (axa barei) reprezintă locul geometric al 
centrele de greutate ale secţiunilor transversale ale barei. După forma axei, barele 
se clasifică în: bare drepte (axa barei este o linie dreaptă, fig. 1.1, b), bare cotite 
(axa este o linie frântă plană sau spaţială) şi bare curbe (axa este o linie curbă 
plană sau strâmbă, fig. 1.1, a). 

Dimensiunile caracteristice ale unei bare sunt: l – lungimea axei barei; b, h – 
dimensiunile secţiunii transversale.  

Pentru calculele de rezistenţă, barele se schematizează prin axa lor, fapt ce 
face ca ele să fie numite şi corpuri cu fibră medie. 
  
 
 1.1.2. Plăci 
 
 Corpurile care au una din dimensiuni, şi anume grosimea, mult mai mică decât 
celelalte două (lungime şi lăţimea), se numesc plăci. Ele sunt caracterizate prin 
suprafaţa mediană şi prin grosimea h (fig. 1.2, a). 
 Grosimea h, într-un punct al plăcii, se măsoară după direcţia normalei la 
suprafaţa mediană, în punctul respectiv. Suprafaţa mediană este constituită de 
locul geometric al punctelor ce marchează jumătăţilor segmentelor de lungime h. 
 Plăcile pot fi subţiri dacă h << l şi h << l, caz în care ele se schematizează 
prin suprafaţa lor mediană, de grosime medie sau plăci groase. 
 În funcţie de forma suprafeţei mediane, plăcile pot fi plane (fig. 1.2, b), cu 
simplă curbură (fig. 1.2, c) sau cu dublă curbură (fig. 1.2, d). 

Fig. 1.1.

b 
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 x 

 y 

 z 

Axa barei 

O 

Secţiunea transversală 
 x 

 y 

 z O 

a) b) 
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 După forma conturului suprafeţei mediane plăcile plane pot fi: dreptun-
ghiulare, circulare, triunghiulare etc. 
 Dacă raportul h/ ( – raza de curbură) se poate neglija faţă de unitate, atunci, 
placa este o placă subţire şi poartă denumirea de membrană. Calculele de 
rezistenţă aferente plăcilor sunt mult mai dificile decât în cazul barelor.  
  
 
 1.1.3. Corpuri masive (blocuri) 
 
 Corpurile cu toate cele trei dimensiuni (lungime, lăţime, grosime) comparabile 
sunt denumite corpuri masive sau blocuri. Aceste corpuri nu pot fi schematizate, 
iar calculele de rezistenţă, în acest caz, sunt deosebit de complexe. 

 
 
  1.2. CLASIFICAREA ÎNCĀRCĀRILOR 
 
 Solicitările exterioare care produc deformarea corpurilor sunt numite încărcări. 
Din punct de vedere al calculului de rezistenţă, încărcările se clasifică în funcţie 
de: suprafaţa pe care sunt distribuite, poziţia punctelor de aplicaţie, variaţia în 
timp a intensităţii. 
 În funcţie de suprafaţa pe care se distribuie, forţele se împart în:  
  forţe concentrate, care se aplică, teoretic, într-un singur punct (fig. 1.3, a); 
  forţe distribuite pe o suprafaţă sau pe o linie (fig. 1.3). 

h/2
h/2

l 
l 

 Suprafaţa mediană 






a) 
d) 

b) 
c) 

Fig. 1.2.
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 Legea de variaţie a forţelor distribuite după o line poate fi: constantă, liniară 
parabolică etc. (fig. 1.3, b) 
 Forţele concentrate (F şi Q din fig. 1.3, a) se măsoară în N, cele distribuite pe o linie 
(fig. 1.3, b) în N/m, iar cele distribuite pe o suprafaţă (q din fig. 1.3, a) în N/m2. 

 În funcţie de poziţia punctelor de aplicaţie, forţele se clasifică în: 
 forţe care se aplică pe suprafaţa corpului, provenind din interacţiunea cu alte 
corpuri; 
 forţe de volum sau masice (care provin din greutatea proprie a corpului) şi 
forţele de inerţie. 

 În funcţie de poziţia în timp a punctelor de aplicaţie, forţele se clasifică în: 
 forţe fixe, ale căror puncte de aplicaţie rămân mereu aceleaşi pe toată durata 
aplicării lor; 
 forţe mobile, ale căror puncte de aplicaţie se schimbă în timp. 

 După variaţia în timp a intensităţii forţelor, se disting: 
 încărcări statice, la aplicarea cărora nu este necesară luarea în considerare a 
forţelor de inerţie deoarece intensitatea forţelor creşte suficient de încet, viteza de 
încărcare fiind considerată, teoretic, egală cu zero; 
 încărcări dinamice, la aplicarea cărora apar vibraţii şi şocuri. 

 În funcţie de efectele interne pe care le produc, încărcările se împart în: 
 încărcări constante, la care efectele interne sunt aceleaşi pe toată durata 
solicitării; 
 încărcări variabile, la care efectele interne produse de acestea, variază în 
timp. 

  

 q 
 q 

 q 

a) b) 

 F  Q 

 q 

Fig. 1.3. 
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 1.3. EFORTURI SECŢIONALE  
 
 Dacă se secţionează, cu un plan, un solid rigid acţionat de un sistem de forţe 
aflat în echilibru (fig. 1.4, a), pe feţele celor două corpuri astfel obţinute trebuie 
introduse forţele de legătură (egale şi direct opuse) ce se manifestă între punctele 
ce aparţin acestora. Sistemele forţelor de legătură ce apar pe cele două secţiuni ale 
corpului, reduse în centrele de greutate ale acestora, conduc la obţinerea unui 
vector rezultant R  şi a unui vector moment rezultant OM  care au cunoscute doar 

punctul de aplicaţie (fig. 1.4, b). 
  

 În cazul unei bare aflate în echilibru sub acţiunea forţelor exterioare (fig. 1.5, a) 
prin secţionarea acestei cu un plan normal pe axa ei, se obţin două părţi, bara I aflată 
în  stânga secţiunii şi bara II aflată în dreapta secţiunii (fig. 1.5, a). Izolând bara II, pe 
secţiunea transversală a acesteia trebuie introduse forţele de legătură ce se manifestă 
între cele două bucăţi de bară şi care reprezintă efectul mecanic al părţii înlăturate 
asupra părţii rămase. Acest lucru se realizează cu ajutorul torsorului acestor forţe de 
legătură, calculat în centrul de greutate al secţiunii transversale considerate, TO( R ,

OM ). Descompunerea vectorului rezultant R  şi a vectorului moment rezultant OM  

a) 
b) 

Fig. 1.4. 

O 

O 
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pe axele sistemului de referinţă adoptat (axa Ox are acelaşi sens cu sensul de 
parcurgere şi este tangentă la axa barei în punctul O, axele Oy şi Oz sunt cuprinse în 
planul secţiunii transversale) conduce la obţinerea eforturilor secţionale. 

Din descompunerea vectorului rezultant R  rezultă următoarele componente: 
 N – numit efort axial sau forţă axială; este pozitiv când este în sens invers axei 
Ox, atunci când este aplicat pe faţa din dreapta secţiunii (cea în care axa Ox intră, 
fig. 1.5, c) şi în sensul axei Ox când este aplicată pe faţa din stânga secţiunii (cea 
din care axa Ox iese, fig. 1.5, b), sau, mai general, când trage de secţiunea pe care 
se aplică. 
 

 

  
 Ty , Tz – eforturi tăietoare sau forţe tăietoare; sunt pozitive când sunt în sens 
invers axelor Oz, respectiv Oy, atunci când sunt aplicate pe faţa din dreapta 
secţiunii (v.fig.1.5, c) şi în sensul axelor Oz, respectiv Oy, când sunt aplicate pe 
faţa din stânga secţiunii (fig. 1.5, b), sau, mai general, atunci când rotesc pozitiv 

Sensul de parcurgere  
          al barei 

x 

 z O 

a) 

b) 
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Fig. 1.5.
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corpul pe care sunt aplicate. 
 Mx – moment de răsucire sau moment de torsiune; este pozitiv când vectorul 
său este dirijat în sensul pozitiv al axei Ox, atunci când este aplicat pe faţa din 
dreapta secţiunii (v. fig. 1.5, c) . 
 My, Mz – momente de încovoiere; sunt pozitive când vectorii lor sunt dirijaţi în 
sensul pozitiv al axelor Oy, respectiv Oz, atunci când sunt aplicaţi pe faţa din 
dreapta secţiunii (v. fig. 1.5, c). 

  
 
 1.4. CLASIFICAREA SOLICITĀRILOR 
 
 În funcţie de particularităţile sistemului de forţe aplicat barei, într-o secţiune 
transversală oarecare a acesteia, pot exista unul, două sau chiar toate eforturile 
secţionale. Denumirea solicitării barei se stabileşte în funcţie de eforturile 
secţionale nenule. 
 Astfel, dacă în secţiunea barei apare numai forţa axială N solicitarea este de 
întindere sau compresiune după cum N este pozitiv sau negativ. Solicitarea de 
compresiune este definită în acest caz numai pentru barele foarte groase, la care 
pericolul pierderii stabilităţii echilibrului în starea deformată a barei (flambajul) 
este mic sau inexistent. 
 Dacă în secţiunea transversală a barei apare, ca urmare a solicitărilor, numai 
forţa tăietoare Tz sau Ty, solicitarea este de forfecare pură. 
 Atunci când în secţiunea transversală a barei apare numai momentul 
încovoietor My sau Mz, solicitarea este de încovoiere pură. Dacă, pe lângă 
momentul încovoietor Mz apare şi forţa tăietoare Tz, sau pe lângă My apare şi Ty, 
solicitarea este de încovoiere simplă. 
 Când în planul secţiunii transversale, ca urmare a solicitărilor la care bara este 
supusă, se dezvoltă momentul de răsucire Mx, solicitarea este numită torsiune sau 
răsucire. 
 Aceste solicitări sunt denumite generic solicitări simple. 
 Solicitările în care în secţiunea transversală a barei apar două sau mai multe 
eforturi secţionale dintre N, Mx, My, Mz se numesc solicitări compuse. Dintre 
acestea menţionam următoarele: 
  încovoiere oblică sau dublă; în secţiunea transversală a barei apar eforturile 
secţionale Mz şi My; 
 încovoiere simplă cu forţă axială; în secţiunea transversală a barei apar 
eforturile secţionale N şi Mz sau N şi My; 
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 încovoiere dublă cu forţă axială; în secţiunea transversală a barei apar 
eforturile secţionale N, Mz şi My; 
 încovoiere cu torsiune; în secţiunea transversală a barei apar eforturile 
secţionale (Mx, Mz) sau (Mx, My) sau (Mx, My, Mz). 
 Solicitările plăcilor subţiri în baza cărora se efectuează calculul de rezistenţă al 
acestora se împart în: 
 solicitări în teoria de membrană, atunci când pe secţiunile plăcii apar numai 
eforturi secţionale de natura forţelor, cuprinse în planul suprafeţei mediane (fig. 1.6, a); 
 solicitări în teoria de momente atunci când pe lângă eforturile de natura 
forţelor apar şi eforturi – cupluri (fig. 1.6, b). 

 
 
 1.5. TENSIUNI. TENSORUL TENSIUNILOR 
 
 Dacă dintr-un corp raportat la un sistem de referinţă xOyz se eliberează o 
particulă elementară de volum dV  dxdydz situată într-un punct oarecare P de 
coordonate (x,y,z), pe feţele acesteia trebuie introduse acţiunile particulelor 
învecinate, rezultate din aplicarea forţelor exterioare asupra corpului şi din 
mişcarea acestuia. Aceste acţiuni, ce se manifestă pe întreaga suprafaţă a fiecărei 
feţe a particulei, vor fi reprezentate prin forţe distribuite pe aceste feţe, care apar 
ca forţe efectiv aplicate pentru particula respectivă. 
 Feţele particulei fiind foarte mici se poate admite că aceste forţe se 
repartizează uniform pe fiecare faţă a acesteia. Astfel, pentru fiecare faţă a 
particulei, aceste forţe uniform distribuite se pot reduce la o forţă elementară F  

aplicată în centrul de greutate al feţei respective orientată prin normala  . 

Nx Ny Tyx 
Txy  x 

 y 

Nx 

Myx 
Tyx 

Txy  x 

 y 

Ny 

 z  z 

Txz Tyz 
Mxy 

Mx My 

a) b) 

Fig. 1.6 
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Identificarea forţei elementare F  se face prin indicele   care reprezintă 

normala la planul pe care se dezvoltă această forţă.  
 Forţele elementare F  sunt denumite eforturi elementare. 

  Rezultă că, datorită mişcării şi forţelor exterioare aplicate asupra corpului, în 
fiecare punct P(x,y,z) al acestuia se dezvoltă o stare de eforturi, cuprinzând toate 
eforturile elementare F  care apar pe diferitele suprafeţe elementare A, ce aparţin 

diferitelor plane, orientate prin normalele  , care conţin punctul P. 
 Fie un corp raportat la un sistem de referinţă xOyz şi solicitat de un sistem de 
forte în echilibru (fig. 1.7, a). Dacă prin punctul oarecare P de coordonate (x,y,z), 
ce aparţine acestui corp, se duce un plan de secţionare, se obţin două corpuri I şi II 
(fig. 1.7, b). Pe suprafeţele, din planul de secţionare, ale corpului I, respectiv II se 
consideră un element de arie A. Forţa de legătură dintre corpurile I şi II, 
corespunzătoare elementului de arie A este reprezentată de efortul elementar 

F  (fig. 1.8, b). 

 Deoarece efortul elementar F  depinde de mărimea A, a suprafeţei pe care se 

aplică, se poate elimina această dependenţă definind o mărime vectorială (fig. 1.8, a): 

   
A

F
p

A 


 


0

lim  (1.1) 

denumită tensiune totală. Această mărime este o mărime tensorială deoarece 
depinde atât de efortul elementar F  (care este o mărime vectorială) cât şi de 

orientarea elementului A dată de versorul  . 

( I ) 

( II ) 

( I ) 

 

A 

( II ) 

a) 
b) 

   Fig. 1.7. 

P P 
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 Vectorul tensiune totală p se descompune după direcţia versorului normalei   şi 

după o direcţie cuprinsă în planul elementului de arie A (fig. 1.8, a). In acest mod se 
obţin două componente: componenta  , denumită tensiune normală, dirijată după 

versorul normalei   şi componenta  , denumită tensiune tangenţială, orientată 

după o direcţie oarecare cuprinsă în planul  elementului de arie A.  
 Deoarece   şi   sunt perpendiculare între ele se poate scrie: 

   222
 p . (1.2) 

 Dacă se alege un sistem de referinţă cu axele Oy şi Oz cuprinse în planul 
elementului de arie A şi axa Ox după direcţia versorului  , astfel încât să 
formeze un triedru drept, atunci tensiunile ce apar în planul yOz sunt (fig. 1.8, b): 
  x – tensiunea din planul cu versorul normalei dirijat după axa Ox. Ea poartă 
numele de tensiune normală şi este pozitivă când este orientată în sensul negativ 
al axei Ox; 
  xy şi xz – tensiunile tangenţiale din planul cu versorul normalei dirijat după 
axa Ox, paralele cu axele Oy, respectiv Oz. Ele provin din descompunerea 
tensiunii tangenţiale  şi sunt pozitive când sunt orientate în sensul negativ al 
axelor în raport cu care sunt paralele. 
 Dacă se va proceda analog şi pentru planele ce au versorii dirijaţi după axa Oy, 
respectiv axa Oz, se obţin cele nouă componente ale tensorului tensiunilor în 
punctul P, a cărui formă matriceală este: 

   






















zyzxz

zyyxy

zxyxx

T  (1.3) 

 dA  

( II ) 
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( II ) 
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a) 
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a) b) 
Fig. 1.8. 
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 Componentele tensorului tensiunilor dintr-un punct P oarecare al unui corp, 
pot fi vizualizate pe feţele unui element de volum elementar de forma unui cub  cu 
muchiile orientate după axele de coordonate aşa cum este ilustrat în figura 1.9. 

 
 
 1.5.1. Teorema dualităţii tensiunilor tangenţiale 
 
 Se izolează dintr-un corp o particulă elementară de formă tetraedrică (PBCD) 
din punctul P(x,y,z) şi se reprezintă tensiunile ce se dezvoltă pe feţele acesteia 
(fig. 1.10). 
 Se consideră că tensiunile au punctele de aplicaţie în centrele de greutate ale 
suprafeţelor pe care se manifestă, adică în centrele de greutate ale triunghiurilor. 
Forţele la care particula este supusă sunt forţele generate de tensiuni (a căror 
mărime se obţine înmulţind valoarea tensiunii cu aria suprafeţei pe care se 
manifestă) şi forţele masice. Greutatea particulei se poate neglija deoarece ea este 

o cantitate mică de ordin superior (
6

ddd
d

zyx
gVg  ) faţă de forţele date de 

tensiuni ( etc. ,dd ,dd zxzy yx  ). 

 Sub acţiunea acestor forţe particula elementară este în echilibru.  

 
 

 

 x 

 y 

 z 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

P 

Fig. 1.9. 
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 Dacă se scrie o ecuaţie de moment în raport cu o axă Oz, paralelă cu axa Pz, 
ce trece prin punctul de aplicaţie al tensiunii totale p , singurele forţe ce dau 

moment sunt 
2

dd zy
xy   şi 

2

dd zx
yx  , ale căror braţe sunt 

3

dx
, respectiv 

3

dy
. 

Ecuaţia de moment va fi în acest caz: 

   
2

dd zy
xy  

3

dx
  

2

dd zx
yx  

3

dy
 = 0.  (1.4) 

Rezultă: 
   xy  yx  (1.5) 

 Dacă, prin analogie, se scriu încă două ecuaţii de moment în raport cu axe Ox 
şi Oy paralele cu axa Px, respectiv Py, ce trec prin punctul de aplicaţie al 
tensiunii totale p se obţine: 

   yz  zy şi zx xz  (1.6) 

 Relaţiile (1.5) şi (1.6) exprimă analitic teorema dualităţii tensiunilor 
tangenţiale care se enunţă astfel: pe două plane perpendiculare unul pe celălalt, 

dx 

dy 

dz 

 x 

 y 

 z 

D 

P 

B 

C 
 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.10. 
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care trec printr-un punct oarecare P din interiorul unui corp, tensiunile tangenţiale 
se dezvoltă în aşa fel încât componentele lor perpendiculare pe linia de intersecţie 
a celor două plane, sunt egale ca mărime şi simetric dispuse faţă de muchia 
comună a celor două plane. 
 In baza acestei teoreme se deduce că tensorul tensiunilor T, precizat de 
relaţia (1.3), este un tensor simetric faţă de diagonala principală şi are numai şase 
componente independente. 
 Dacă se notează cu xp  vectorul  tensiune totală din planul cu versorul  

normalei dirijat după axa Px (faţa PCD a tetraedrului din fig. 1.10) şi, analog, yp

şi zp  tensiunile totale din planele ai căror versori sunt dirijaţi după axa Py, 
respectiv Pz, se poate scrie: 

   kjip xzxyxx  ; 

   kjip yzyyxy  ; (1.7) 

   kjip zzyzxz  . 

 Deoarece vectorii tensiune totală exprimaţi prin relaţiile (1.7) au 
componentele orientate în sens invers axelor de coordonate, iar componentele 
tensiunii totale kpjpipp zyx    din planul cu versorul normalei  , se 

consideră pozitive în sensul axelor de coordonate la care s-a raportat particula 
elementară PBCD, ecuaţia de echilibru, sub formă vectorială, în cazul neglijării 
forţelor masice, capătă forma: 

   0
2

dyd

2

dd

2

dd
d 






 

x
p

xz
p

zy
pAp zyx  (1.8) 

şi ea permite, prin proiectarea ei pe axele sistemului de referinţă, determinarea 
componentelor px, py, pz în funcţie de componentele tensorului tensiunilor T în 
punctul P(x,y,z).  Cunoscând aceste componente se poate calcula tensiunea totală 

p  şi deoarece planul pe care se dezvoltă aceasta tensiune este un plan oarecare, 

se deduce că, în funcţie de componentele tensorului tensiunilor T, se poate 
determina tensiunea totală pe orice plan ce trece prin punctul P. Rezultă că 
tensorul tensiunilor T caracterizează complet stare de tensiuni dintr-un punct P 
din interiorul unui corp. 
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 1.5.2. Tensorul tensiunilor în cazul barelor 
 
 Pentru bare cu secţiune constantă, în cadrul Rezistenţei materialelor s-au 
introdus anumite ipoteze care au drept scop uşurarea considerabilă a determinării 
componentelor tensorului tensiunilor. 
 Astfel, bara se consideră ca fiind alcătuită din fibre care nu se apasă şi nu 
lunecă între ele în direcţie normală pe axa ei. 
 Drept consecinţă a acestei ipoteze în toate planele longitudinale tensiunile 
normale şi tensiunile tangenţiale perpendiculare pe axa barei sunt nule. 

 Dacă se izolează o particulă elementară din punctul P din interiorul barei (fig. 
1.11, a) pe feţele sale paralele cu planele sistemului de referinţă apar numai 
tensiunile x, xy, yx, xz şi zx, reprezentate in figura 1.11, b. 
 Rezultă că în cazul barelor tensorul tensiunilor T are forma: 

   






















00

00

xz

xy

zxyxx

T , (1.9) 

ceea ce arată că starea de tensiuni dintr-un punct oarecare din interiorul unei bare 
este complet determinată dacă se cunosc tensiunile x, xy, xz din planul secţiunii 
transversale ce trece prin punctul respectiv. 
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Fig. 1.11. 
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 1.6. DEFORMAŢII SPECIFICE. TENSORUL DEFORMAŢIILOR  
            SPECIFICE 
 
 Sub acţiunea forţelor exterioare efectiv aplicate şi a mişcării fiecare particulă 
din corp va suferi o deplasare (o translaţie şi/sau o rotaţie) şi o deformare cauzată 
de mişcare relativă între punctele corpului. 
 În punctul P de coordonate (x, y, z), dintr-un corp aflat în echilibru, se consideră 
o particulă elementară sub formă de cub cu laturile dx, dy, dz, orientată după axele 
sistemului de coordonate rectan-
gular Oxyz (fig. 1.12). 
 În urma aplicării asupra 
corpului a unui sistem de forţe, 
cubul se deplasează din poziţia 
corespunzătoare punctului P în 
poziţia corespunzătoare punctu-
lui P şi în acelaşi timp se şi 
deformează, astfel că muchiile 
îşi modifică lungimile şi 
poziţiile relative dintre ele (fig. 
1.12). 
 Dacă se consideră numai o 
faţă a cubului care se deplasează 
în planul său (de exemplu faţa 
cubului paralelă cu planul xOy fig. 1.13) se definesc ca deplasări mărimile u si v. 
Pentru definirea deformaţiilor muchiilor elementare se introduce noţiunea de 
deformaţie specifică liniară care este egală cu raportul dintre variaţia lungimii unui 
segment şi lungimea ei iniţială. În conformitate cu această definiţie, deformaţia 
specifică liniară a particulei elementare pe direcţia axei Ox este (fig. 1.13): 
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xux
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u
ux
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adda
x 



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
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
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21 ,  (1.10)  

iar deformaţia specifică liniară pe direcţia axei Oy  

O 
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 y 
 u  v 

w 

 z 

P(x,y,z) 
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Fig.1.12.
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dd
21

d

.  (1.11) 

Analog se poate scrie: 

   
z

w
z 


 . (1.12) 

 Concomitent cu modificarea lungimilor muchiilor,  se produce şi o modificare 
a unghiurilor drepte (diedre). Variaţia acestor unghiuri este definită ca deformaţie 
specifică unghiulară sau lunecare specifică. Aceasta este egală cu variaţia, în 
radiani, a unghiului format de doua muchii perpendiculare (sau, în caz general, a 
două drepte perpendiculare) şi este pozitivă când corespunde micşorării unghiului 
dintre direcţiile pozitive ale axelor. 
 În planul Oxy, cu notaţiile din figura 1.13, deformaţia specifică unghiulară xy 
provine din rotirea muchiilor ab, respectiv ad, în raport cu starea lor precedentă, şi 
este egală cu suma unghiurilor  şi . Se constată că: 
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 Deoarece x şi y sunt neglijabile în comparaţie cu unitatea, iar  şi  sunt 
foarte mici, se poate scrie: 

   
y

u




 ;  
x

v




 .  (1.15) 

 Lunecarea specifică în planul xOy (micşorarea unghiului bad) în 
conformitate cu cele prezentate anterior este: 

   
y

u

x

v
xy 







 . (1.16) 

 Pentru celelalte plane de coordonate, procedând analog, deformaţiile specifice 

unghiulare au expresiile: 
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 . (1.17) 

 Se poate observa că modificarea aceluiaşi unghi drept se poate obţine prin 
lunecarea a două feţe ale cubului elementar (fig. 1.14): faţa ce are versorul 
normalei dirijat după Oz se deplasează în sensul axei Oy şi produce lunecarea 
specifică zy, iar faţa ce are versorul normalei dirijat după Oy se deplasează în 
sensul axei Oz şi produce lunecarea specifică yz. Cum cele două deplasări produc 
modificarea aceluiaşi unghi drept rezultă că:  

   yz zy.  (1.18)  

yz 

zy 
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Fig. 1.14. 
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 Prin analogie: 

    xy yx ; xz zx. (1.19) 

 Dacă se consideră deformaţiile specifice liniare şi cele unghiulare care se 
produc în cele trei plane de coordonate care trec printr-un punct P din interiorul 
unui corp şi se pun într-un tablou de forma: 
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22
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,  (1.20) 

se obţine tensorul deformaţiilor specifice proprii din punctul P(x,y,z). Acest tensor 
este un tensor simetric faţă de diagonala principală în baza egalităţilor (1.18) şi (1.19). 
 Observaţii: 
  Deoarece tensorul tensiunilor T, precum şi tensorul deformaţiilor specifice 
T sunt definite într-un punct P(x,y,z) din interiorul corpului, componentele 
acestora vor varia de la punct la punct, ele fiind funcţii de coordonatele punctului 
în care se determină.  
  Între componentele tensorului tensiunilor T şi cele ale tensorului 
deformaţiilor specifice proprii T există relaţii de cauzalitate ceea ce face ca ele să 
nu fie independente unele faţă de altele. Aceste relaţii de cauzalitate sunt de natură 
fizică şi caracterizează din punct de vedere mecanic materialul din care este 
alcătuit corpul, ele stabilindu-se pe cale experimentală. 

  
 
 1.7. IPOTEZE DE LUCRU ŞI PROBLEMELE REZISTENŢEI  
            MATERIALELOR 
 

1.7.1. Ipoteze 
 
 Ipotezele utilizate de Rezistenţa materialelor se împart în două categorii. 
Prima categorie cuprinde ipotezele folosite în Mecanica teoretică şi preluate de 
Rezistenţa materialelor, iar a doua categorie cuprinde ipotezele specifice 
Rezistenţei materialelor. 
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 In prima categorie este inclusă ipoteza independenţei dintre spaţiu, timp şi 
masă. De asemenea, se identifică materia cu substanţa, se acceptă ipoteza 
continuităţii precum şi modelul de continuum pentru diferite corpuri din natură. In 
rezistenţa materialelor corpurile solide se consideră perfect omogene şi izotrope. 
 Din punct de vedere mecanic, ipoteza continuităţii are unele implicaţii importante: 
 a) In baza acestei ipoteze s-a introdus noţiunea de efort elementar F (vezi 

paragraful 1.5) pe baza căreia s-a definit tensiunea totală p ; 

 b) Ipoteza micilor deformaţii care stipulează că deformaţiile şi deplasările 
particulelor ce alcătuiesc corpul sunt mici în raport cu dimensiunile acestuia. 
Consecinţele acestei ipoteze sunt: dependenţa dintre deplasări şi deformaţii este 
liniară; ecuaţiile de echilibru se scriu pe forma nedeformată a corpului ceea ce 
conduce la o dependenţă liniară între eforturi şi forţele exterioare şi, în consecinţă, 
posibilitatea aplicării suprapunerii efectelor pentru calculul eforturilor; 
 c) Se consideră că deformaţiile sunt elastice, adică reversibile (dispar odată cu 
înlăturarea cauzelor care le-au produs). Această ipoteză permite aplicarea 
suprapunerii efectelor pentru calculul deplasărilor, deoarece dependenţa dintre 
deplasări şi forţele exterioare este liniară. 

 Aceste trei ipoteze sunt specifice Rezistenţei materialelor şi lor li se adaugă 
aşa numitul principiu al lui Saint-Venant care se enunţă astfel: un sistem de forţe 
aflat în echilibru, aplicat pe o zonă restrânsă pe suprafaţa unui corp, influenţează 
starea de tensiuni şi deformaţii a acestuia numai în apropierea zonei de aplicare a 
sarcinilor (v. fig. 1.15). Cu alte cuvinte, în punctul P din afara zonei haşurate, 
suficient de departe de aceasta, (fig. 1.15) nu există nicio stare de tensiune. 
  In cazul barelor, pe lângă ipoteza admisă în paragraful 1.5.2, pe baza căreia tensorul 
tensiunilor are forma (1.9) este admisă şi ipoteza lui Bernoulli, denumită ipoteza 
secţiunilor plane, care se enunţă astfel: o secţiune plană şi normală pe axa barei înainte 
de deformaţie rămâne plană şi normală pe axa barei şi după deformaţie (fig. 1.16). 

Fig. 1.15. 
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Fig. 1.16. 
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 1.7.2. Problemele rezistenţei materialelor 
 
 Rezistenţa materialelor are drept scop evaluarea structurilor sub solicitări 
astfel încât exploatarea acestora să se facă în deplină siguranţă. 
 S-a văzut că, în baza ipotezei continuităţii, sub acţiunea forţelor exterioare şi a 
mişcării, în fiecare punct dintr-un corp se dezvoltă o stare de tensiuni, caracterizată 
de tensorul tensiunilor T (1.3) şi o stare de deformaţii, caracterizată de tensorul 
deformaţiilor specifice T (1.20) care variază de la un punct la altul. 
 Pe acest model, rezistenţa materialelor caută evaluări cantitative privind 
fenomenele care însoţesc un proces considerat periculos sau inadmisibil în 
exploatarea structurilor, cum este ruperea sau producerea şi dezvoltarea unor 
deformaţii permanente mari. 
 Astfel se consideră că fenomenele periculoase nu pot apare dacă: 
  într-un punct al structurii tensiunea maximă efectivă nu depăşeşte o valoare 
limită admisibilă: 
   max  a,  (1.21) 

în care a este tensiunea admisibilă; 
  într-un punct al structurii deplasarea totală maximă efectivă nu depăşeşte o 
valoare maximă admisibilă: 

   max  222 wvu   a,  (1.22) 

în care a este deplasarea admisibilă; 
  forţa maximă de solicitare nu depăşeşte o valoare critică: 

   Fmax 
c

Fcr ,  (1.23) 

în care Fcr este forţa critică şi c coeficientul de siguranţă. 
 Condiţia (1.21) constituie condiţia de rezistenţă, (1.22) – condiţia de 
deformaţie (rigiditate), iar (1.23) – condiţia de stabilitate. Toate cele trei condiţii 
exprimă problemele rezistenţei materialelor şi ele se concretizează în: 
 a) Dimensionarea structurilor. Pentru o structură la care solicitările şi 
caracteristicile mecanice ale materialului din care este făcută, sunt cunoscute, se 
determină forma şi  dimensiunile acesteia astfel condiţiile (1.21) – (1.23) să fie 
îndeplinită; 
 b) Verificarea structurilor. O structură, definită ca formă şi dimensiuni, la care 
solicitările şi caracteristicile mecanice ale materialului din care este realizată sunt 
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cunoscute, trebuie să verifice condiţiile (1.21) ( 1.23); 
 c) Determinarea solicitării maxime. Pentru o structură, definită ca formă şi 
dimensiuni, la care caracteristicile mecanice ale materialului din care este făcută, 
sunt cunoscute, valoarea maximă a solicitărilor este cea care îndeplineşte condiţii 
(1.21) ( 1.23). 
 
 
 1.7.3. Coeficienţi de siguranţă. Rezistenţe admisibile 
 
 Valorile mărimilor a, a şi Fcr se determină în funcţie de valorile maxime ale 
tensiunilor, deplasărilor, respectiv ale solicitărilor la care apar fenomenele 
periculoase. 
 Dacă într-un punct din interiorul unui corp se produce fenomenul periculos, 
atunci se consideră că în acel punct tensiunile au atins o valoare limită, adică s-a 
atins starea limită de tensiuni, care pentru o exploatare sigură a structurii nu 
trebuie depăşită. 
 De exemplu, pentru o bară supusă static la întindere, starea limită este atinsă 
atunci când tensiunea maximă intr-un punct al său este egală cu rezistenţa la 
tracţiune a materialului din care este făcută bara: 

   max  Rm . (1.24) 

 Datorită unor serii de factori care intervin şi care pot modifica, independent de 
voinţa omului, tensiunea maximă efectivă este necesar ca între rezistenţa limită a 
materialului şi tensiunile maxime efective din timpul exploatării să existe o 
diferenţă. Această diferenţă poate fi mai mare sau mai mică, în funcţie de precizia 
evaluării factorilor care intervin. Dintre aceşti factori ce introduc incertitudini 
asupra tensiunii maxime max putem aminti: incertitudini în evaluarea forţelor 
maxime, abateri de la dimensiunile prevăzute pentru piese şi erori de montaj; 
incertitudini asupra valorilor efective ale tensiunilor ca urmare a ipotezelor 
simplificatoare pe baza cărora au fost determinate. Pentru rezistenţa la tracţiune 
Rm amintim: neomogenitatea materialelor, posibilitatea reducerii în timp a 
rezistenţei materialului ca urmare a unor degradări prin coroziune, uzură, etc. 
 Prin definiţie mărimea: 

   
max

 mR
c ,  (1.25) 

se numeşte coeficient de siguranţă. 
 Rezultă că tensiunea maximă efectivă trebuie să aibă cel mult valoarea: 
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c

Rm
a  ,  (1.26) 

denumită şi rezistenţă admisibilă. 
 La materialele ductile, ca limită de rezistenţă se foloseşte limita de curgere 
aparentă, Re, caz în care: 

   
c

Re
a  . (1.27) 

 Metoda de calcul bazată pe condiţia (1.21) este denumită metoda rezistenţelor 
admisibile. 

 
 
 1.8. ASPECTELE PROBLEMELOR REZISTENŢEI  
            MATERIALELOR 
 
 Pentru rezolvarea problemelor Rezistenţei materialelor prezentate în 
subcapitolul 1.7, trebuie evaluate stările de tensiuni şi deformaţii ce se dezvoltă în 
punctele unei structuri. Pentru aceasta se folosesc cele trei aspecte ale problemelor 
de rezistenţa materialelor: aspectul static, aspectul geometric şi aspectul fizic.  
 
 1.8.1. Aspectul static 
 
 S-a văzut că într-o secţiune curentă a unei bare, pe faţa din dreapta secţiunii, 
se dezvoltă eforturile secţionale ce sunt reprezentate în figura 1.5, c. Pe de altă 
parte, pe un element de suprafaţa dA din aceeaşi secţiune, se dezvoltă tensiunea 
totală p (fig. 1.8, a) cu componentele x, xy, xz (fig. 1.8, b). 

 Forţele p dA alcătuiesc un sistem de forţe care trebuie să fie echivalent, din 

punct de vedere mecanic, cu sistemul de forţe al cărui torsor TO( )M,R O  are drept 

componente eforturile secţionale precizate în figura 1.5, c. Acest lucru conduce la: 
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în care r  este vectorul de poziţie al elementului dA faţă de originea sistemului de 
referinţă ales. 
 În baza relaţiilor (1.28) şi în conformitate cu figura 1.17 se pot scrie 
următoarele egalităţi: 
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 Relaţiile (1.29) constituie relaţiile aspectului static la bare şi ele definesc 
legătura dintre tensiuni şi eforturile secţionale.  
 Din analiza celor şase egalităţi (1.29) rezultă determinarea tensiunilor într-un 
punct din interiorul unei bare în funcţie de eforturile secţionale se poate face 
numai dacă se cunoaşte modul de variaţie al acestora pe secţiune. În acest scop 
este necesară studierea aspectele geometric şi fizic. 
 
 

 1.8.2. Aspectul geometric 
 
 Aspectul geometric al problemelor de rezistenţa materialelor este dat de 
relaţiile ce pot fi scrise între deplasările u, v, w şi deformaţiile specifice  şi . 
Aceste relaţii, în marea majoritate a cazurilor, se determină din condiţii 
geometrice obţinute în urma observării modului de deformare a structurii sub 
acţiunea solicitărilor. 
 
 

 1.8.3. Aspectul fizic 
 
 În practică se constată că deformaţiile corpurilor nu depind numai de forţele 
care acţionează asupra lor ci şi de materialul din care acestea sunt alcătuite. 
Rezultă că relaţiile dintre componentele tensorului tensiunilor T şi tensorul 
deformaţiilor specifice proprii T  , care constituie aspectul fizic al problemelor 
rezistenţei materialelor, se determină pe cale experimentală.  
 Pentru ca în urma unei astfel de experienţe să se poată desprinde anumite 
concluzii utile este necesar ca această să îndeplinească următoarele condiţii: 
  în toate punctele corpului supus încercării (numit epruvetă) trebuie să se 
dezvolte aceeaşi stare de tensiuni şi de deformaţii pe întreaga durată a determinărilor; 
  experienţa efectuată trebuie să fie cât mai simplă pentru ca rezultatele  
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obţinute să poată fi comparabile ori de câte ori s-ar repeta şi oriunde s-ar efectua, 
în aceleaşi condiţii – de mediu şi de încărcare a epruvetei; 
  în urma efectuării experienţei să rezulte date referitoare la caracteristicile 
fizico-mecanice ale materialului din care este alcătuită epruveta. 
  Experienţa care îndeplineşte condiţiile de mai sus este cea de întindere  
monoaxială uniformă (fig. 1.18, a), în care tensorul tensiunilor are numai 
componenta x , căreia îi corespunde deformaţia specifică liniară x         
(fig. 1.18, b).  
 Se poate admite că în zona calibrată dintre reperele B şi C (fig. 1.18, a) 
efectele prinderii epruvetei în bacurile maşinii de încercare la întindere nu se fac 
simţite şi, deci, pe orice particulă cu feţele paralele, respectiv normale pe axa 
epruvetei, se dezvoltă aceeaşi stare monoaxială de tensiuni (fig. 1.18, b)  F/S0, 
unde F este intensitatea forţei aplicată la capetele epruvetei, iar S0 aria secţiunii 
iniţiale a zonei calibrate a acesteia. 
 Se admite, de asemenea, că alungirea specifică fiecărei particule, în direcţia 
axei barei, este aceeaşi şi egală cu L/L0, unde L este alungirea totală a  
zonei calibrate a epruvetei (de lungime L0) sub acţiunea forţei F de la capete. 
 Plecând de la valoarea F0 şi urmărind valorile tensiunilor  şi ale 
deformaţiei specifice , graficul  –  pentru această încercare de întindere       
(fig. 1.18, c) poartă numele de curba caracteristică convenţională la tracţiune 
(CCCT). La majoritatea materialelor utilizate în realizarea construcţiilor şi 
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maşinilor, CCCT pe o anumită porţiune (OP în fig. 1.18, c) este liniară şi se 
exprimă prin relaţia: 

    E)(tan . (1.30) 

 Această relaţie este denumită legea lui Hooke, pentru starea liniară de tensiuni 
şi arată că  este proporţional cu . 
  Coeficientul de proporţionalitate E( tan ) reprezintă modulul de elasticitate 
longitudinal al materialului din care a fost confecţionată epruveta sau modulul lui 
Joung de ordinul I şi este o caracteristică mecanică a materialului respectiv. 
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 2. DIAGRAME DE EFORTURI PE SRUCTURI PLANE  
        STATIC DETERMINATE ALCĀTUITE DIN BARE 
 
 Graficele care reprezintă variaţia eforturilor secţionale, prezentate în 
subcapitolul 1.3, în fiecare secţiune a unei bare sau al unui sistem de bare, sunt 
denumite diagrame de eforturi. 
 Dacă este posibilă determinarea acestora din ecuaţii de echilibru static atunci 
sistemul este static determinat. Un sistem este static determinat atunci când 
numărul necunoscutelor este egal cu numărul ecuaţiilor de echilibru care pot fi 
scrise. Dacă solidul rigid este acţionat de un sistem de forţe coplanare atunci 
pentru ca el să reprezinte un sistem static determinat sunt necesare 3 legături 
simple pentru a deveni corp cu legături complete. Legătura simplă este legătura 
care răpeşte corpului un singur grad de libertate corespunzător deplasării pe 
direcţia legăturii (fig. 2.1, a). Tipurile de legături pe care un sistem plan le poate 
prezenta au fost studiate în cadrul Mecanicii teoretice şi ele sunt: 

  reazemul simplu care împiedică deplasarea după o singură direcţie (în fig. 
2.1, a punctul A care aparţine solidului rigid nu se poate deplasa pe direcţia AA); 
el se reprezintă ca în figura 2.1, b sau se schematizează ca în figura 2.1, c; din 
punct de vedere mecanic, reazemul simplu poate fi înlocuit cu o singură forţă de 
legătură   (de  exemplu  VA),   dirijată  după   direcţia  AA,  a   cărei   mărime  este  

VA 

A 

A 

VA 

A 

A 

VA 

a) b) c) 

Fig. 2.1. 
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necunoscută (punctul de aplicaţie şi direcţia fiind cunoscute, sensul iniţial este 
ales arbitrar, cel real rezultând din condiţiile de echilibru static). 
  articulaţia cilindrică sau articulaţia plană (se mai numeşte şi reazem dublu) 
împiedică deplasarea după două direcţii (în figura 2.2, a punctul A al solidului 
rigid nu se poate deplasa după direcţiile AA şi AA ); acest tip de legătură se 
reprezintă ca în figura 2.2, a, sau se schematizează ca în figurile 2.2, b, c; o astfel 
de legătură poate fi înlocuită cu o forţă cu punctul de aplicaţie în A, care are ca 
necunoscute mărimea RA şi direcţia prin unghiul  (fig. 2.2, b); aceste două 
necunoscute pot fi înlocuite de alte două necunoscute, de aceeaşi natură, şi anume 
de două componente ale lui RA, perpendiculare între ele: HA şi VA (fig. 2.1, c).  

 

 încastrarea plană care împiedică deplasarea după două direcţii şi rotirile 
după o direcţie normală la planul format de direcţiile deplasărilor împiedicate (în 
figura 2.3, a punctul A nu se poate deplasa după direcţiile AA şi AA, iar 
solidul rigid nu se poate roti în jurul axei Az); Încastrarea plană poate fi înlocuită 
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cu două forţe de legătură HA şi VA, perpendiculare între ele şi care au mărimile 
necunoscute şi un moment MA dirijat după o direcţie normală pe planul definit de 
cele două forţe şi care are, de asemenea, mărimea necunoscută (fig.2.3, b). 

 
 
 2.1. DETERMINAREA EFORTURILOR SECŢIONALE   
    ÎNTR-O SECŢIUNE OARECARE A BAREI 
 
 Dacă o bară plană este acţionată de un sistem de forţe coplanare cuprinse în 
planul barei, atunci şi legăturile sunt situate în acelaşi plan cu forţele, aşa cum se 
poate observa în figura 2.4, a unde bara a fost schematizată prin axa sa. De obicei 
se consideră că sistemul este situat în planul xOy. În această situaţie, într-o 
secţiune curentă i, pe faţa din dreapta acesteia   faţa în care intră axa Ox, figura 
2.4, b – apar următoarele eforturi secţionale: N, Tz şi Mz care, pentru simplificare, 
se vor nota fără indicele z (fig. 2.4, c). 

  Prin secţionarea barei în punctul i se obţin barele I şi II, iar eforturile 
secţionale din secţiunea efectuată se introduc ca în figura 2.4, c. În baza 
reciprocităţii acţiunii şi reacţiunii, eforturile de pe faţa din dreapta secţiunii (faţa i 
ce aparţine barei II, fig. 2.4, c), marcată de sensul pozitiv al axei x, care coincide 
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cu sensul de parcurgere al axei barei, sunt egale şi de sensuri contrare, faţă de cele 
de pe faţa din stânga secţiunii (faţa i ce aparţine barei I, fig. 2.4, c). 
 Sensurile pozitive ale eforturilor secţionale, atunci când ne referim la faţa din 
dreapta secţiunii sunt, aşa cum s-a precizat în subcapitolul 1.3: N şi T  pozitive 
când sunt în sens invers axelor  cu care sunt paralele, iar M este pozitiv când are 
vectorul dirijat în sensul axei Oz (fig. 2.4, b). 
 Dacă bara din figura 2.4, a este în echilibru sub acţiunea forţelor exterioare 
efectiv aplicate şi de legătură atunci, după secţionare, barele I şi II sunt în 
echilibru sub acţiunea forţelor exterioare efectiv aplicate şi de legătură şi a 
eforturilor secţionale introduse. Din ecuaţiile de echilibru care se pot scrie pentru 
fiecare din cele două bare obţinute în urma secţionării, se pot determina valorile 
eforturilor secţionale. Astfel, pentru bara I se poate scrie: 
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pentru bara II: 
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Rezultă: 
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 Relaţiile (2.3) se citesc astfel: 
  forţa axială N este egală cu suma proiecţiilor pe axa –x, a tuturor forţelor de 
pe bara I sau a celor de pe bara II, luată cu semn schimbat; 
  forţa tăietoare T este egală cu suma proiecţiilor pe axa –y, a tuturor forţelor 
de pe bara I sau a celor de pe bara II, luată cu semn schimbat; 
  momentul încovoietor M este egal cu suma momentelor forţelor de pe bara I, 
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calculate faţă de centrul de greutate O al secţiunii, sau a celor de pe bara II, luată 
cu semn schimbat. 
 Relaţiile (2.3) exprimă legătura dintre eforturile secţionale dintr-o secţiune 
oarecare a unei bare şi forţele exterioare efectiv aplicate şi de legătură ce solicită 
bara. Ele pun în evidenţă faptul că eforturile secţionale sunt funcţii discontinui de 
poziţia x a secţiunii, punctele de discontinuitate fiind: capetele barei, punctele de 
aplicaţie ale forţelor sau cuplurilor exterioare concentrate pe axa barei şi punctele 
unde încep şi se termină forţele distribuite pe axa barei. În intervalele dintre aceste 
puncte (denumite limite sau capete de interval), funcţiile de variaţie a eforturilor 
secţionale sunt funcţii continui. 
 Rezultă că diagramele de eforturi sunt reprezentările grafice, pe fiecare 
interval în parte, a acestor funcţii. 

 
 
 2.2. RELAŢIILE DIFERENŢIALE ÎNTRE EFORTURILE  
            SECŢIONALE ŞI SARCINI 
 
 Se detaşează din bara aflată în echilibru sub acţiunea forţelor exterioare efectiv 
aplicate şi de legătură, la distanţa x de origine, un element de bară de lungime dx, 
prin două secţiuni drepte (fig. 2.5, a). Pe acest element de bară va acţiona forţa 
exterioară uniform distribuită jqiqq yx  , iar în secţiunile de la capetele lui se 

introduc eforturile secţionale: N, T, M în secţiunea situata la distanţa x de origine 

şi N + dN, T + dT, M + dM în secţiunea situată la distanţa x + dx, toate introduse 
cu semn pozitiv (fig. 2.5, b). 
 Ecuaţiile de echilibru scrise pentru elementul de bară de lungime dx au forma: 
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 y a) b) 

Fig. 2.5. 



DIAGRAME DE EFORTURI 
 

 

 37

   0d)d(  xqTTT y  (2.4)  

   0
2

d
ddd 

x
xqxTMMM x   

 Dacă în ultima ecuaţie (2.4) termenul 
2

d
d

x
xqx   se neglijează, el fiind 

considerat o cantitate elementară de ordin superior, atunci rezultă: 

    xq
N


dx

d
;       

   yq
T


dy

d
;  (2.5) 

   T
x

M


d

d
  

 Deoarece, după cum s-a precizat, diagramele de eforturi sunt reprezentările 
grafice ale funcţiilor N N(x), T = T(x), M = M(x) pe diferitele intervale ale barei, 
relaţiile (2.5) reprezintă pantele diagramelor respective în secţiunea x. Cu ajutorul 
relaţiilor diferenţiale (2.5) se pot determina: alura graficului respectiv pe un 
interval oarecare, valorile maxime sau minime ale efortului secţional pe intervalul 
respectiv, precum şi semnul unghiului dintre tangentele la cele două ramuri ale 
unei diagrame, din stânga sau din dreapta unui punct de discontinuitate.  

 
 
 2.3. RELAŢII DE RECURENŢĀ PENTRU EFORTURILE  
            SECŢIONALE LA BARE DREPTE  
 
 Pe bara din figura 2.6, a s-a delimitat intervalul ik. Dacă se secţionează bara 
în i, în această secţiune apar eforturile secţionale reprezentate în figura 2.6, b care, 
pentru faţa din dreapta secţiunii, reprezintă torsorul tuturor forţelor, efectiv 
aplicate şi de legătură, care acţionează asupra barei din stânga secţiunii. Din punct 
de vedere mecanic, aceste eforturi secţionale reprezintă efectul părţii înlăturate  
asupra părţii rămase. 
 Eforturile de pe faţa din dreapta secţiunii k se pot determina în funcţie de 
eforturile de pe faţa din dreapta secţiunii i şi de forţele exterioare, efectiv aplicate 
şi de legătură (fig. 2.6, b), cu următoarele relaţii de recurenţă: 
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Fh Fj j 
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Fig. 2.6. 

    
k

i
jjik FNN cos ;   

    
k

i
jjik FTT sin ;  (2.6) 

    
k

j
jkjjikiik lFlTMM )sin( . 

 Dacă pe intervalul i-k acţionează o forţă distribuită (fig.2.7) eforturile într-o 
secţiune curentă x se determină astfel: 

                qxTT ix  ;                  (2.7) 

                    
2

2qx
xTMM iix  .          (2.8) 

 Dacă forţa tăietoare se anulează pe 
intervalul i-k, din condiţia Tx  0 se obţine: 

                           
q

T
x i0 ,                      (2.9) 

care identifică secţiunea în care momentul 
încovoietor este maxim. Înlocuind valoarea lui 
x0 în expresia lui Mx din (2.8) se obţine: 

   
q

T
MM i

i 2

2

max  ,  (2.10) 

relaţie care permite determinarea momentului încovoietor maxim pe intervalul pe 
care este distribuită forţa distribuită q. 

 Mi 

 Ni 

Ti 
 x 

q 

Fig. 2.7. 

i k 
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 2.4. DIAGRAME DE EFORTURI LA CONSOLE 
 
 Prin consolă se înţelege acea porţiune a unei bare care are un capăt liber. De 
exemplu în figura 2.8 , a este reprezentată o consolă cu un capăt liber A şi un 
capăt încastrat D. În figura 2.9, a porţiunea DE a barei poartă de asemenea 
numele de consolă.  
 Pentru determinarea diagramelor de eforturi pentru consola din figura 2.8, a se 
alege sistemul de axe de coordonate cu originea în A, punctul cel mai din stânga al 
barei. Axa x coincide cu axa barei şi indică sensul de parcurgere al acesteia, de la 
stânga la dreapta. Alegând sensul axei y în jos rezultă că axa z este perpendiculară 
pe planul forţelor care acţionează asupra barei şi are sensul astfel încât sistemul 
axelor de referinţă să fie un sistem drept. 
 Deoarece bara are un capăt liber nu este neapărat necesar să se calculeze 
forţele de legătură VD şi HD precum şi momentul MD din încastrarea D, calculul 
eforturilor secţionale N, T şi M putându-se face reducând forţele din urma 
secţiunii situată la cota x (fig. 2.8, a). 
 Capetele de interval fiind deja notate cu A, B, C, D se trece la calculul 
eforturilor secţionale ţinând seama de convenţiile făcute în subcapitolul 1.3 şi de 
relaţiile de recurenţă prezentate în subcapitolul 2.3. Fiindcă bara se parcurge de la 
stânga la dreapta, în sensul axei x, eforturile secţionale de pe faţa din dreapta 
secţiunii se determină prin reducerea tuturor forţelor din urmă, adică a tuturor 
forţelor care se află pe porţiunea de bară parcursă.  
 Forţa axială N, calculată pe faţa din dreapta secţiunii în care se determină, are 
următoarele valori la capete de interval: 
 

1 AN  = 3qa, deoarece forţa 3qa are sensul invers axei x; 

 
1 BN  = 3qa, deoarece între secţiunile A1 şi B1 nu există nicio forţă aplicată 

barei care să se proiecteze pe axa x; 
 

2 BN  =  3qa – 5qa =  2qa, deoarece forţa 5qa are sensul axei x; 

 
1 CN  =  2qa, deoarece între secţiunile B2 şi C1 nu există nici-o forţă aplicată 

barei care să se proiecteze pe axa x; 
 

2 CN  =  2qa  2qa = 0, deoarece forţa 2qa are sensul invers axei x; 

 
1 DN  = 0 deoarece între secţiunile C2 şi D1 nu există nici-o forţă aplicată barei 

care să se proiecteze pe axa x. 
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 Forţa tăietoare T, calculată pe faţa din dreapta secţiunii în care se determină, 
are următoarele valori la capete de interval: 
 

1 AT =  qa, deoarece forţa qa are sensul axei y; 

 
1 BT =  qa, deoarece între secţiunile A1 şi B1 nu există nicio forţă aplicată barei 

care să se proiecteze pe axa y; 
 

2 BT =  qa, deoarece secţiunea B2 este situată foarte aproape de B fapt ce 

conduce la neglijarea sarcinii echivalente corespunzătoare forţei uniform 
distribuite q pe intervalul B–B1; 
 

1 CT = qa – 2qa = 3qa, deoarece sarcina echivalentă forţei uniform 

distribuite q pe intervalul BC, 2qa are sensul axei y; 
 

2 CT  = 3qa, deoarece pe intervalul C1C2 nu există nici-o forţă aplicată barei 

care să se proiecteze pe axa y, iar secţiunea C1 este situată foarte aproape de C fapt 
ce conduce la neglijarea sarcinii echivalente corespunzătoare forţei uniform 
distribuite q pe intervalul C1–C; 
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1 DT = 3qa, deoarece pe intervalul C2D1 nu există nici-o forţă aplicată barei 

care să se proiecteze pe axa y. 
 Momentul încovoietor M, calculat pe faţa din dreapta secţiunii în care se 
determină, are următoarele valori la capete de interval: 
 

1 AM  0, deoarece secţiunea A1 este situată foarte aproape de A astfel încât braţul 

forţei qa este suficient de mic pentru a neglija momentul dat de această forţă; 
 

1 BM qa2a 2qa2, deoarece roteşte negativ (are vectorul în sensul invers 

axei z, axă care împreună cu axele x şi y formează un triedru drept – axa z în cazul 
studiat are sensul de la cititor la foaiea de hârtie); 
 

2 BM = 2qa2, deoarece secţiunea B2 este situată foarte aproape de B fapt ce 

conduce la neglijarea momentului dat de sarcina echivalentă corespunzătoare 
forţei uniform distribuite q pe intervalul B–B1; 
 

1 CM = qa4a  2qaa = 6qa2, deoarece sarcina echivalentă forţei uniform 

distribuite q este aplicată la jumătatea intervalului BC, iar momentul dat de ea 
are vectorul în sensul invers axei z; 
 

2 CM = 6qa2  + 4qa2 = 2qa2, deoarece cuplul concentrat 4qa2 roteşte pozitiv; 

 
1 DM = qa5a  2qa2a + 4qa2 = 5qa2. 

 Pentru trasarea diagramelor de eforturi se vor lua în considerare dependenţa 
dintre eforturi şi sarcini precizate de relaţiile (2.5). 
 Astfel pentru forţe axială N pe intervalul A1B1, qx = 0 şi deci, N este constant 
având valoarea 3qa (fig. 2.8, b). Analog pentru intervalele B2C1 şi C2D1, pe care 
forţa axială este constantă având valorile – 2qa, respectiv zero. 
 Forţa tăietoare rămâne constantă pe intervalele A1B1, respectiv C2D1, 
deoarece pe aceste intervale qy = 0 şi are o variaţie liniară pe intervalul B2C1, 
interval pe care qy = q = const. (fig 2.8, c). 
 Deoarece pe intervalul A1B1 forţa tăietoare este constantă T = qa, rezultă că 

qa
x

M


d

d
= const. şi deci momentul încovoietor are o variaţie liniară (fig. 2.8, d). 

Pe intervalul B2C1 q
x

T


d

d
= const. ceea ce conduce la q

x

T

x

M


d

d

d

d
2

2

, adică 

momentul încovoietor are o variaţie parabolică. Tangenta în B la parabola 
respectivă face cu axa x acelaşi unghi (are aceeaşi pantă) cu dreapta ce reprezintă 
variaţia momentului încovoietor pe intervalul A1B1 deoarece 

1 BT =
2BT . Deoarece a 

doua derivată a momentului încovoietor este pozitivă acesta admite un minim. 
Pentru că forţa tăietoare nu se anulează pe intervalul B2C1, valoarea minimă a 
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momentului încovoietor M nu se afla între secţiunile B2 şi C1. Pe intervalul C2D1 
momentul încovoietor are o variaţie liniară deoarece, pe acest interval forţa tăietoare 
este constantă T = 3qa. Dreapta care reprezintă variaţia momentului încovoietor pe 
intervalul C2D1 are aceeaşi pantă ca tangenta la parabolă în C1 la valoarea –6qa2.  
 Observaţii. Diagrama N prezintă un salt în dreptul unei forţe concentrate în axa 
barei, salt de mărimea şi în sensul acesteia, aşa cum rezultă din figura 2.8, b în 
secţiunea B a barei.  
 În secţiunea C a barei momentul încovoietor M are un salt în sensul şi de 
mărimea cuplului concentrat 4qa2. 
 Forţele de legătură din încastrarea D se pot determina pe baza diagramelor de 
eforturi. Astfel, reducând forţele care acţionează pe bucata de bară aflată înaintea 
secţiunii D1, eforturile secţionale calculate pe faţa din dreapta secţiunii, conform cu 
relaţiile (2.2), sunt:  

  
1 DN = (HD) = 0  HD = 0; 

  
1 DT = (VD)  = 3qa  VD = 3qa; 

  
1 DM = (MD )= 5qa2  MD = 5qa2. 

 
 
 2.5. DIAGRAME DE EFORTURI LA GRINZI SIMPLU REZEMATE 
 
 Prin grindă simplu rezemată se înţelege o bară dreaptă care prezintă ca legături 
un reazem simplu şi o articulaţie plană, aşa cum se poate vedea în figura 2.9, a. 
 Originea sistemului de referinţă se alege în punctul A, situat la extremitatea 
stângă a barei, iar axa x să coincidă cu axa barei. În acest fel sensul de parcurgere 
al barei este de la stânga la dreapta. Pentru a putea trasa diagramele de eforturi 
secţionale este necesar ca mai întâi să se determine cel puţin forţele de legătură 
exterioare fie din articulaţia A, fie din reazemul simplu D. Se poate observa că 
forţa orizontală HA se determină scriind o ecuaţie de proiecţie a tuturor forţelor 
efectiv aplicate şi de legătură pe direcţia axei barei: 

  HA – 3qa + qa = 0  HA = 2qa. 

 Deoarece sistemul de forţe care acţionează asupra barei este un sistem de forţe 
coplanar se mai pot scrie încă două ecuaţii de echilibru. Se vor scrie ecuaţii de 
moment în raport cu punctele A şi D fiindcă, în acest fel, cele două necunoscute 
VA şi VD nu apar simultan în aceeaşi ecuaţie. Astfel din ecuaţia de moment în 
raport cu punctul A: 
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  2,5qa2 + 3qa4,5a – VD6a + 2qa8a = 0, 

rezultă forţa de legătură VD = 4,5qa, iar din ecuaţia de moment în raport cu 
punctul D: 

   VA6a  2,5qa2  3qa1,5a + 2qa2a = 0, 

rezultă forţa de legătură VA = 0,5qa. Verificarea acestor calcule se poate face 
scriind o ecuaţie de proiecţie pe o direcţie perpendiculară pe axa barei: 

  VA – 3qa + VD – 2qa = 0, 

care după înlocuire 
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  0,5qa – 3qa + 4,5qa – 2qa = 0 

confirmă corectitudinea rezultatelor. 
 Calculul eforturilor secţionale N, T şi M la capete de interval se poate face, de 
această dată, reducând forţele fie din urma secţiunii în raport cu care se determină 
eforturile secţionale, fie din înaintea acesteia, după cum calculul respectiv este 
mai mult sau mai puţin complicat. 
 Astfel forţa axială N, considerând convenţiile de semn precizate în 
subcapitolul 1.3, are valorile: 

  
2 AN = HA = 2qa; 

  
1 BN = HA = 2qa; 

  
2 BN = HA = 2qa; 

  
1 CN = HA = 2qa; 

  
2 CN = HA + 3qa = qa; 

  
1 DN = qa; 

  
2 DN = qa; 

  
1 EN  = qa. 

 Forţa tăietoare T în corelaţie cu convenţia de semne făcută în subcapitolul 1.3 
are valorile: 

  
2 AT = VA = 0,5qa; 

  
1 BT = VA = 0,5qa; 

  
2 AT = VA = 0,5qa; 

  
2 BT = VA = 0,5qa; 

  
1 CT = VA = 0,5qa; 

  
2 CT = VA = 0,5qa; 

  
1 DT  = VA  3qa = 2,5qa; 

  
2 DT = 2qa, (au fost reduse forţele din dreapta secţiunii); 

  
1 ET =2qa. 

 Analog, momentul de încovoiere M are valorile: 
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2 AM = 0; 

  
1 BM = VA2a = 0,5qa2a = qa2; 

  
2 BM =  

1 BM  2,5qa2 = 1,5qa2; 

  
1 CM = VA2a 2,5qa2 = qa2; 

  
2 CM = VA2a  2,5qa2  = qa2; 

  
1 DM = (2qa2a) = 4qa2, (au fost reduse forţele din dreapta secţiunii); 

  
2 DM = (2qa2a) = 4qa2; 

  
1 EM = 0.  

 Cu ajutorul relaţiilor diferenţiale dintre eforturile secţionale şi încărcări (2.5) 
se poate trasa variaţia eforturilor secţionale pe fiecare interval al barei. 
 Astfel, deoarece pe intervalele A–B  şi B–C nu există sarcină distribuită în axa 
barei, adică qx = 0, forţa axială N rămâne constantă cu valoarea 2qa; de 
asemenea pe intervalele C–D  şi D–E pe care N = qa (fig. 2.9, b). 
 Forţa tăietoare T este constantă şi are valoarea 0,5qa pe intervalul A–B 
respectiv B–C deoarece pe aceste intervale qy = 0 (fig. 2.9, c). Pe intervalul C–D, 

deoarece qy = q = const. = 
x

T

d

d
, forţa tăietoare are o variaţie liniară de la valoarea 

0,5qa la  –2,5qa. De asemenea, T este constantă pe intervalul D–E şi are valoarea 

2qa pentru că pe acest interval qy = 0 = 
x

T

d

d
(fig. 2.9, c). 

 Momentul încovoietor M are o variaţie liniară pe intervalul A–B (fig. 2.9, d) 

deoarece 
x

M

d

d
 = T = 0,5qa = const. La fel şi pe intervalul BC, cele două drepte, 

care redau variaţia momentului încovoietor M având aceeaşi pantă, deoarece forţa 
tăietoare are aceeaşi valoare, T = 0,5qa pe cele două intervale. Pe intervalul CD 

momentul încovoietor M are o variaţie parabolică deoarece 
x

T

x

M

d

d

d

d
2

2

 =  q = const. 

Parabola respectivă admite o valoare maximă deoarece, pe acest interval, forţa 
tăietoare se anulează. Această valoare se determină cu relaţia (2.10): 

  Mmax  = qa2 + 
q

qa

2

)5,0( 2

 = 4qa2 + 
q

qa

2

)5,2( 2

 = 0,875qa2. 

 Parabola care redă variaţia momentului încovoietor pe intervalul CD admite 
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în C o tangentă care are aceeaşi pantă cu dreapta ce redă variaţia momentului 
încovoietor pe intervalul BC deoarece 

1 BT = 
2 BT , adică forţa tăietoare nu are salt 

în B. În secţiunea în care momentul încovoietor are valoarea maximă Mmax şi în 
care T = 0 tangenta la parabolă este paralelă cu axa barei. La dreapta intervalului 
CD tangenta la parabolă se obţine rotind antiorar o dreaptă paralelă cu axa barei 
ce trece prin valoarea – 4qa2 cu un unghi a cărui tangentă tg2 = 2,5qa, iar la 
stânga intervalului tangenta la parabolă se obţine rotind orar o dreaptă paralelă cu 
axa barei care trece prin valoarea –qa2 cu un unghi a cărui tangentă tg1 = 0,5qa. 
Pe intervalul DE variaţia momentului încovoietor este liniară deoarece pe acest 
interval forţa tăietoare T = 2qa = const. 
 Analizând diagramele se poate constata că în dreptul unei forţe concentrate, 
perpendiculară pe axa barei, de exemplu forţa de legătură VD, variaţia forţei 
tăietoare redată în diagrama T (fig. 2.9, c) are un salt în sensul şi de mărimea 
forţei concentrate, iar variaţia momentului încovoietor, redată în diagrama M (fig. 
2.9, d) are o schimbare bruscă de pantă. 
 Variaţia momentului încovoietor M are un salt în secţiunea în care este aplicat 
un cuplu de forţe (vezi punctul B de pe bară, fig. 2.9, a). Saltul respectiv este de 
mărimea şi în sensul cuplului de forţe. 
 
 
  
 2.6. DIAGRAME DE EFORTURI LA CADRE 
 
 În cadrul sistemelor de bare intersecţiile dintre acestea poartă numele de  
noduri. Nodurile pot fi rigide (nodurile C şi E din fig. 2.10, a), caz în care barele 
adiacente lui nu au rotiri relative, sau articulaţii (nodul D din fig. 2.10, a) atunci 
când rotirile relative dintre toate barele nodului sunt permise. 
 Prin cadru se înţelege un sistem de bare care prezintă cel puţin un nod rigid 
(fig. 2.10, a). 
 Pentru a putea trasa diagramele pe cadrul din figura 2.10, a este necesar ca 
mai întâi să se determine forţele de legătură exterioare, adică forţele din 
articulaţiile A, respectiv F. Deoarece cele două articulaţii exterioare sunt la acelaşi 
nivel, forţele de legătură VA şi VB se determină scriind ecuaţii de moment în F, 
respectiv A, pe întreg sistemul de bare (forţele de legătură HA şi HF nu dau 
moment în raport cu punctele A şi F). 

  VA5a – qa2a – 2qa6a + 3qa2 – 3qa1,5a = 0   VA = 3,1qa; 

  qa2a – 2qaa + 3qa2 + 3qa3,5a – VF5a = 0  VF  = 1,9qa. 
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 Verificarea acestor calcule se face scriind o ecuaţie de proiecţie pe verticală pe 
întreg sistemul: 

  VA – 2qa – 3qa + VF = 0  3,1qa – 5qa +1,9qa = 0. 

 Determinarea forţelor de legătură HA şi HF se face, aplicând metoda izolării 
corpurilor, prin scrierea de ecuaţii de moment în raport cu D, pe corpul AD 
pentru HA, respectiv pe corpul DF pentru HF. 
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  3,1qa2a – HA2a – 2qa3a + 3qa2 = 0  HA = 1,6qa; 

  3qa1,5a  HF2a  1,9qa3a = 0  HF = 0,6qa. 

 Ecuaţia de proiecţie pe orizontală, pe întreg sistemul: 

  qa + HA – HF = 0   qa +1,6qa – 0,6qa = 0 

confirmă exactitatea calculelor. 
 În vederea trasării diagramelor de eforturi se alege un sens de parcurgere 
pentru fiecare bară a cadrului. În figura 2.10, a sensul de parcurgere a fost marcat 
prin săgeţile punctate situate sub axele barelor. 
 La fel ca în cazul  barelor drepte, trebuie ca mai întâi să se determine valoarea 
eforturilor secţionale la capetele de interval. Acest lucru se face prin efectuarea 
unei secţiuni, în punctul în care se doreşte să se determine efortul secţional, şi prin 
reducerea tuturor forţelor fie din urma acesteia fie din faţa acesteia prin raportare 
la sensul de parcurgere ales.  

După determinarea  eforturilor secţionale diagramele de eforturi se trasează, pe 
fiecare interval, în conformitate cu relaţiile (2.5). În funcţie de sensul de parcurgere 
al barei ales valorile pozitive se vor trasa deasupra axei barei, iar cele negative sub 
axa acesteia pentru diagramele N şi T, iar pentru diagrama M valorile negative 
deasupra axei barei, cele pozitive sub axa acesteia (v. fig. 2.10, b, c, d). 

Toate observaţiile făcute anterior cu privire la diagramele de eforturi 
secţionale la console şi bare drepte rămân valabile şi în acest caz. 
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 3. SOLICITĀRI  SIMPLE  ALE  BARELOR  DREPTE 
  
 
 3.1.  INTINDEREA SAU COMPRESIUNEA SIMPLĀ 
 
 O bară sau numai o porţiune din ea este solicitată la întindere sau compresiune 
simplă atunci când numai efortul axial N este diferit de zero. 
 În cadrul acestui capitol, prin compresiune simplă se înţelege solicitarea la 
compresiune a barelor la care pericolul pierderii stabilităţii echilibrului în starea 
deformată este mic sau inexistent. Este cazul barelor foarte groase. 
  
 
 3.1.1. Distribuţia tensiunilor pe secţiunea dreaptā a barei 
 
 Deoarece în planul secţiunii drepte a barei torsorul eforturilor secţionale este 
compus numai din forţa axială N, relaţiile de echivalenţă ale aspectului static 
(1.29) sunt (fig. 3.1): 
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 (3.1) 

 Pentru determinarea tensiunilor în funcţie de eforturile secţionale este necesară 
cunoaşterea modului de variaţie a acestora pe secţiunea barei fapt ce implică 
folosirea aspectelor geometric şi fizic. 
 Pentru a stabili dependenţa dintre deplasările diferitelor particule ale barei şi 
deformaţiile acestora – care defineşte aspectul geometric – se trasează, pe 
suprafaţa exterioară a barei nedeformate, două curbe directoare, la o distanţă 
foarte mică una faţă de cealaltă, dx (fig. 3.2, a). Aceste curbe pot fi imaginate ca 




