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STATICA PUNCTULUI MATERIAL

2. STATICA PUNCTULUI MATERIAL

2.1. PUNCTUL MATERIAL LIBER

Un punct material este considerat liber atunci cand poate ocupa orice
pozitie in spatiu, nestingherit din punct de vedere geometric de alt corp.

Din punct de vedere matematic coordonatele punctului P, (x, y, z) pot
varia independent intre ele.

Asadar punctul material liber are trei
grade de libertate materializate prin cei
trei parametri (coordonatele scalare x, y,
z). Pozitia punctului material este definita
de vectorul de pozitie T :

r :xf+y]+zlz 2.1

in care i, J, k reprezintd versorii axelor

sistemului de referintd Oxyz (fig. 2.1).
Se poate observa ca in cazul punctului Fig. 2.1.

material, fortele care actioneaza asupra

lui sunt, din punct de vedere matematic, vectori legati de acest punct.

Rezulta ca fortele care actioneaza asupra punctului material sunt forte

concurente.

2.1.1. Transformarea sistemelor de forte concurente

Deoarece sistemele de forte ce actioneazda asupra unui punct material
sunt sisteme de forte concurente, transformarea lor in sisteme de forte
echivalente simple se face utilizdnd principiul paralelogramului. In baza

acestui principiu, efectul mecanic a doua forte (F;, F,) ce actioneaza asupra
unui punct material P este acelasi cu efectul unei singure forte, egala cu
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rezultanta vectoriali R=F +F,, a acestora, avind marimea si directia

diagonalei mari a paralelogramului construit cu cele doua forte ca laturi (fig.
2.2). Marimea fortei rezultante se determina cu relatia:

R=F}? + F} +2FF, cos(F,,F,) , (2.2)
iar directia ei poate fi dedusa din egalitatile:

E _ F2 _ RI
sin®R,F,) sin(R,F) sin(F,Fy)

(2.3)

Rezulta ca orice sistem de forte ce actioneaza asupra unui punct material
poate fi transformat, din aproape 1n aproape, intr-o fortd echivalenta.

Metoda paralelogramului, extinsa 1n metoda poligonului fortelor
(fig. 2.3), este o metoda greoaie, mai ales in cazul in care sistemele de forte

contin foarte multe forte. Din aceastd cauza, pentru calculul rezultantei R
se utilizeaza metoda analitica. Astfel:

_ _ . _an
R=DF =i R+ Fy+k 2 F. (2.4)

Ml

Fig. 2.2. Fig.2.3.

F.

in care F,, F,, F, reprezintd proiectiile fortei F pe axele sistemului de

x>

referinta Oxyz, iar n numarul fortelor aplicate punctului P.
Daca se noteaza:

R=iXx+jr+kZz, (2.5)

unde X, Y, Z reprezinta proiectiile vectorului R pe axele sistemului de
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STATICA PUNCTULUI MATERIAL
referinta Oxyz, atunci componentele vectorului rezultant sunt:

X:ZEhY:ZEwZ:iﬁ. (2.6)

i=1 i=1 =1

In consecinta, orice sistem de forte care actioneaza asupra unui punct
matrerial poate fi inlocuit cu o forta, echivalentd din punct de vedere
mecanic, aplicatd punctului material, egala cu rezultanta sistemului de forte:

f:ﬁ:iﬁ. (2.7)

Rezulta ca doua sisteme de forte IEI si IEJ (i=12,..,nj=12,.. m),

aplicate independent asupra unui punct material, sunt echivalente (au acelasi
efect mecanic asupra punctului material) dacad au aceeasi rezultanta:

R=R; (R=)F;R =>F). (2.8)
j=1

i=1

2.1.2. Echilibrul punctului material liber

Punctul material liber este punctul material care poate ocupa orice
pozitie in soatiu.

Problema echilibrului unui punct material liber, actionat de un sistem de
forte, se rezolva folosind principiul inertiei prezentat in paragraful 1.2.

Avand in vedere acest principiu, precum si modalitatile de determinare a
rezultantei unui sistem de forte aplicat asupra unui punct material, se poate
enunta urmatorul adevar: conditia necesara si suficientd ca un punct material
liber aflat initial in repaus fata de un sistem de referinta dat sd ramana in
aceeasi stare si dupa ce i se aplica un sistem de forte (adica sa ramana in
echilibru sub actiunea sistemului de forte dat) este ca rezultanta vectoriala a
sistemului de forte sa fie nula. Aceasta conditie se exprima vectorial astfel:

R = i‘i =0, (2.9)

1ar scalar:
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n n
X=ZFiX=O;Y=ZFiy=O;Z=ZFiZ =0. (2.10)
i=1 i=1 i=1

Daca toate fortele ce alcdtuiesc sistemul de forte au suporturile
coplanare atunci conditia (2.10) fata de un sistem de referintda convenabil
ales (de exemplu planul Oxy sa coincida cu planul fortelor) se reduce la:

n

X=YFy=0:Y=>F,=0. (2.11)

i=1 i=1

Avand in vedere faptul ca fortele ce actioneaza asupra punctului
material sunt vectori legati, ele depinzand, in general de pozitia punctului
material, conditiile scalare (2.10) si (2.11) devin in orice problema de statica
punctului material liber, trei ecuatii de proiectie (2.10), respectiv doua
ecuatii de proiectie (2.11), adica devin ecuatii de echilibru.

Necunoscutele ce intervin in aceste ecuatii pot fi de natura geometrica
si/sau fizica.

Necunoscutele geometrice sunt cele legate de pozitia de echilibru a
punctului material fatd de un sistem de referintd (coordonatele punctului
material in sistemul de referinta ales), cele de naturd fizica sunt legate de
sistemul de forte ce actioneazd asupra punctului material (intensitatea
fortelor). Din aceste motive, problema echilibrului punctului material
imbraca diferite forme. Astfel:

a) daca sistemul de forte ce actioneaza asupra punctului material este
complet definit, atunci ca necunoscute in ecuatiile (2.8), respectiv (2.9) apar
parametrii (coordonatele) ce determind pozitia de echilibru a punctului
material (problema directd);

b) daca pozitia de echilibru a punctului material este cunoscutd, se
impune determinarea intensitatii fortelor care actioneaza asupra lui pentru
ca el sa ramana 1n pozitia precizata (problema indirectd).

c¢) daca nu se cunoaste pozitia de echilibru si nici sistemul de forte ce
actioneaza asupra punctului material nu este complet definit atunci
problema imbraca aspectul mixt, fiind necesar sa se determine atat pozitia de
echilibru prin parametrii respectivi, cat si o parte din forte, cele
necunoscute.

Se poate constata cu usurintda cd problema directa are solutie daca
sistemul de ecuatii este compatibil, problema este static determinata; ea nu
are solutie cand sistemul de ecuatii este incompatibil si are o infinitate de
solutii cand sistemul de ecuatii este nedeterminat.

Problema indirecta este, In general, static nedeterminata.
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STATICA PUNCTULUI MATERIAL

2.2, PUNCTUL MATERIAL LEGAT

Atunci cand, din anumite motive, miscarea unui punct material este
stnjenita (restransd), el fiind obligat s ramana tot timpul fie pe o suprafata,
fie pe o curba sau intr-o anumitd pozitie in spatiu, spunem ca punctul
material este supus la legaturi.

Din punct de vedere geometric punctul material liber are trei grade de
libertate (v.par. 1.1). Orice legatura aplicata punctului material ii micsoreaza
numarul gradelor de libertate.

Astfel un punct material obligat sa ramana pe o suprafata solidar legata
cu reperul de referintd are doua grade de libertate, deoarece intre cei trei
parametrii (x, y, z) care determina pozitia punctului existd o relatie data de
ecuatia ce defineste suprafata in acelasi sistem de referinta:

fix, y,2)=0. (2.12)

Un punct obligat sa ramana pe o curba solidar legata de sistemul de
referinta are un singur grad de libertate deoarece cei trei parametri (x, y, z)
ce definesc pozitia punctului material, trebuie sa satisfaca cele doua ecuatii
ce definesc curba in sistemul de referinta ales:

{f(x,y,z)zo

. (2.13)
9(x,y,2)=0

Un punct obligat sa nu-si schimbe pozitia fata de sistemul de referinta
ales nu mai are nici-un grad de libertate.

Din punct de vedere fizic, se observad ca orice legitura a unui punct
material cu reperul de referinta ales se manifesta ca o actiune din partea
acestuia asupra punctului material, denumita reactiune.

In consecinta, pentru studierea echilibrului punctului material legat, se
aplica principiul fortelor de legdaturd.

In baza acestui principiu, orice legatura (care impune restrictii de natura
geometricd punctului material) poate fi inlocuita prin echivalentul ei
mecanic — prin forte.

Dupa eliminarea legaturii si inlocuirii ei cu forte, numite forte de
legdturd, punctul material poate fi asimilat unui punct material liber, care
insa, ramane cu restrictiile de naturd geometrica impuse de legaturi.

Fie I?I (i=1,2, ..., n) sistemul de forte efectiv aplicate asupra punctului
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material si F; (=12, ..., m) sistemul de forte de legatura. Conditia de

echilibru a punctului material (2.9) devine:
R+R =0 (2.14)
in care R =ZFi siR = ZFJ- .
i=1 j=I

Relatia vectoriala (2.14) se transpune in trei ecuatii scalare. Aceste
ecuatii se completeaza cu ecuatiile de natura geometrica (2.12) sau (2.13) in
functie de tipul legaturii pe care o are punctul material.

2.2.1. Punctul material legat de o suprafata

In cazul punctului material legat de o suprafata rezultanta fortelor de
legatura R~ se descompune intr-o forta N dirijatd dupa directia normalei i
la suprafata in punctul P si in forta T ce are suportul cuprins in planul
tangent la suprafata in punctul P (fig. 2.4).

T

kT
FEITFETAIrrr sy

a) b)

Fig. 2.4. Fig. 2.5.

Forta N este numita fortd de legdturd normald sau reactiune normald. Ea
are punctul de aplicatie in P, suportul dirijat dupa normala N la suprafata in
punctul P. Sensul reactiunii normale N este definit in functie de tipul
legaturii pe care o poate avea punctul.

In figura 2.5, a este prezentati o legitura unilaterald a punctului P. In
acest caz forta de legaturd normala N are sensul bine definit, determinat de
sensul posibilitatii de miscare a punctului P dupa directia normalei N la
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suprafata. In cazul legaturii bilaterale, figura 2.5, b, sensul lui N se alege
apriori, urmand ca acesta sa rezulte din calcul (prin semnul marimii scalare
a intensitatii reactiunii normale N).

Marimea reactiunii N poate lua orice valoare in mod teoretic (N > 0 in
cazul legaturii unilaterale, N > 0 sau N < 0 in cazul legaturii bilaterale),
deoarece in mecanica teoretica corpurile sunt considerate rigide perfecte.

Forta T, denumita fortd de legdturd tangentiald sau fortd de frecare,
este generata de rezistenta la alunecare a punctului pe suprafata de sprijin,
rezistenta cauzatd de frecare. Are punctul de aplicatie este in P, directia
cuprinsa in planul tangent la suprafatd in punctul P si sensul invers tendintei
de miscare a punctului P pe suprafata.

Experimental s-a constata ca marimea fortei de frecare T nu poate
depasi o valoare limita 7":

T<T' (2.15)
Tot experimental s-a constatat ca:
T'=uN. (2.16)

In relatia (2.16) factorul de proportionalitate | este un coeficient
adimensional, denumit coeficient de frecare la alunecare.

Coulomb a constatat experimental ca acest coeficient p depinde de:

— natura corpurilor in zona de contact;

— gradul de prelucrare a suprafetelor corpurilor in zona de contact;

— existenta sau lipsa unui material interpus intre cele doud corpuri;
si nu depinde de:

— marimea suprafetelor de contact;

— viteza relativd a corpurilor.

Aceste observatii sunt cunoscute sub denumirea de legile [ui Coulomb.
Ele au fost insa criticate, Tn special independenta coeficientului u de
marimea fortei de legatura normale si de viteza relativa a celor doua corpuri
care aluneca unul fata de celalalt.

Cercetari ulterioare au demonstrat ca pentru valori foarte mari ale
reactiunii normale N, p nu mai este constant ci creste foarte lent cu N. De
asemenea, Galton a demonstrat ca p depinde de viteza relativé a celor doud
corpuri, valoarea lui scdzand sensibil cu cresterea vitezei relative. In aceasta
situatie coeficientul de frecare corespunzitor vitezei v = 0 se numeste
coeficient de aderentd.

Coeficentul de frecare p mai depinde de temperatura corpurilor in
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contact si de timpul cat au stat corpurile in contact.

Cu toate acestea, legile frecarii raméan valabile in cadrul valorilor pe care
le-a experimentat Coulomb.

Coeficientul de frecare p se determina experimental cu ajutorul unui
aparat numit tribometru. Un exemplu de tribometru este reprezentat de un
plan inclinat ce poate sa-si modifice ungiul de inclinare o (fig. 2.6).

Se constata cé pentru valori ale unghiului o cuprinse intre 0 si o valoare
limita, punctul material raméne in repaus. Acesta se explicd prin faptul ca
rezultanta fortelor de legaturaR face echilibrul greutatii G .

Fie ¢ valoarea unghiului o la care miscarea punctului material incepe sa
se produca. Deci pentru o < ¢ punctul material ramane in repaus, iar pentru

o, > ¢ punctul material incepe sa lunece.
Se poate constata ca:

T
teo = — 2.17
g0 = (2.17)

si daca avem in vedere relatia (2.16) rezulta:

tgp = . (2.15)

Fig. 2.6. Fig. 2.7.

Din cele prezentate se observa ca in cazul punctului material legat de o
suprafata, conditia de echilibru este indeplinitd dacéd rezultanta fortelor de
legatura R face echilibrul rezultantei fortelor efectiv aplicate R . Daca se
tine seama de relatia (2.18), pentru ca echilibrul unui punct material sa
subziste, intr-o anumita pozitie pe o suprafata, trebuie ca directia rezultantei
fortelor active R si fie cuprinsa in interiorul unui con circular drept,
denumit con de frecare, cu axa de simetrie dupa directie normalei la
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suprafata in pozitia de echilibru si cu unghiul la varf egal cu 2¢ (fig. 2.7).
Situatia limita corespunde cazului cand rezultanta fortelor efectiv aplicate
R are directia unei generatoare a conului (o = ).

Deoarece pe langa necunoscutele principale ale problemei, parametrii x,
y, z ai pozitiei de echilibru, apar si necunoscute secundare — una este
marimea scalara a reactiunii normale N si doud sunt: directia si marimea
fortei de frecare T (in cazul general in spatiu), ecuatiile de echilibru ale
punctului material P legat de o suprafata se scriu astfel:

n
Z EI +N+T =0 (conditia statica)

=1 (2.19)
f(x,y,2)=0 (conditia geometrica)
T <pN (conditia fizica)

In acest caz problema are aspect mixt: se cautd pozitia de echilibru,
precum si intensitatea fortelor de legatura.

Exprimarea analitici a conditiei fizice de echilibru. Consideratiile
geometrice facute anterior permit sa se exprime conditiile de echilibru cu
frecare intr-o forma foarte generala.

Fie ecuatia suprafetei datd de relatia (2.12). Se stie ca gradientul unei
forte:

Vf=gradf=ﬂi‘+ij+ﬂ|2 (2.20)
oX oy 0z

reprezintd un vector care are directia normalei N la suprafata. La echilibru,
unghiul dintre acest vector si rezultatnta fortelor efectiv aplicate R = i X+
j Y+k Z, trebuie si fie mai mic decat unghiul ¢ al conului de frecare.

Din produsul scalar al celor doi vectori:

R -Vf = [R|Vf|cosa (2.21)

rezulta:

COSOL = ——— (2.21")

sau in functie de proiectiile pe axe ale celor doi vectori:
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X ﬂ+Y g+ Zg
cosaL = X % oz > . (2.22)
VX2 4+Y? +Zz\/(afj2 +(afj +(8fj2
OX oy 0z

Dacid masura unghiului dintre vectorul rezultant R si normala la
suprafata, mas £ (R ,Vf ) < /2 = cosa. > 0, iar daca mas £ (R ,Vf) > /2
= cosa < 0.

Din aceasta cauza, in continuare vom considera |cos OL| a carui valoare

este:

X—+Y—+27Z—
OX oy 0z

2 2 2
X?+Y?+2Z? (afj + a +(6fJ
OX oy 0z
Pentru echilibru trebuie ca o < ¢ si deci|cosa| > cosp. Avand in vedere

1
catgp = = cosp =

‘ of _of _of

|COS OL| =

, conditia de echilibru se scrie:

‘X?JrYaerZZf .
X 8y2 i - 22\/ . (2.23)
1+
VX2 +Y2 422 (afj o +(6f} 3
OX oy 0z

Legaturi ideale sunt legaturile pentru care se neglijeaza frecarile, si deci

T = 0, situatie in care suprafata de care este legat punctul material se
numeste suprafata lucie. In acest situatie, din prima ecuatie (2.19) rezulta:

R+N =0 (2.24)

si cum se poate scrie:
N =AVf=»XLgradf, (2.25)
relatia (2.24) devine:
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R +AVf =0. (2.24")

Aceasta ecuatie vectoriala, proiectatd pe axele sistemului de referinta
ales, conduce la urmatoarele ecuatii de echilibru scalare:

X+7Lﬂ=0; Y+}\‘ﬂ=0; Z+kﬂ=0, (2.26)
OX oy oz
care contin patru necunoscute: coordonapele punctului pentru pozitia de
echilibru x, y, z si parametrul A. Pentru rezolvarea sistemului format din cele
trei ecuatii scalare (2.26) se utilizeaza si ecuatia (2.12).

2.2.2. Punctul material legat de o curba

In cazul punctului material legat de o curba rezultanta fortelor de
legitura R poate fi descompusa astfel (fig. 2.8): o forta N (forta de

Fig. 2.8. Fig. 2.9.

legaturd normald sau reactiunea normald) dirijatd dupa directia normalei la
curba in punctul P si forta T (forta de frecare de alunecare) dirijata dupa
directia tangentei la curba in punctul P.

Observatiile cu privire la aceste forte facute in cazul punctului material
legat de o suprafata sunt, in general, valabile si 1n acest caz, cu deosebirile
urmatoare:

a) reactiunea normald N poate avea orice directie in planul normal la
curba in punctul P;

b) forta de frecare de alunecare T are directia tangentei la curba in
punctul P si sensul opus sensului de miscare sau tendintei de miscare. Daca
din datele problemei nu rezulta sensul de miscare, atunci se adoptd un sens
arbitrar, iar pentru sensul contrar este suficient ca in rezultatele finale sa se
schimbe semnul coeficientului de frecare de lunecare .
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In baza acelorasi consideratii geometrice asupra fortelor N si 7 se
poate scrie (fig. 2.8): N = #cosa; T = AR sina, de unde rezulta 7 = Ntga.

In situatia limitd, cdnd frecarea nu mai poate genera o reactiune
tangentiala care sa pastreze echilibrul punctului material, unghiul o atinge
valoarea limitd egald cu valoarea unghiului de frecare ¢: 7' = Ntgo. Pentru
echilibru trebuie indeplinita conditia (2.15) care conduce la o < ¢, dar, in
acest caz unghiul o se masoara fatd de o directie oarecare cuprinsa in planul
normal la curba in punctul P. Din aceasta cauza se considera complementul
acestuia 3 = /2 — a, iar conditia o < @ capata forma: /2 - <o = > n/2
- ¢ (fig. 2.9).

Rezulta ca un punct material poate ramane in echilibru pe o curba, intr-o
anumita pozitie daca directia rezultantei fortelor efectiv aplicate asupra
punctului material R in pozitia de echilibru se géseste in afara unui con
circular drept ce are axa de simetrie identica cu tangenta la curba in punctul

P, semiunghiul la varf § = /2 — @ si care este denumit con de frecare.
In aceasta situatie conditiile de echilibru ale punctului material legat de
o curba aspra se exprima sub forma:
A
D> FR+N+T =0 (conditiastatica)
i=1

< { f(x,y,2)=0 (conditiile geometrice) (2.27)
9(x,y,2)=0
T <puN (conditia fizica)

In sistemul de ecuatii (2.27) apar 6 necunoscute: parametrii x, y, z ce
determind pozitia de echilibru; marimea scalara si directia reactiunii
normale N ; marimea scalara a fortei de frecare 7 . Pentru determinarea
acestor necunoscute avem la dispozitie: 3 ecuatii scalare obtinute din
conditia de natura statica (2.27), 2 ecuatii de natura geometrica si o ecuatie,
la limita, obtinutd din conditia de natura fizica. Rezultd ca problema
echilibrului punctului material legat de curba poate fi rezolvata.

Exprimarea analitica a conditiei fizice de echilibru. O curba poate fi
exprimata prin ecuatiile parametrice:

x=x(0); y=y(1); z=2(2). (2.28)
Vectorul v dirijat in lungul tangentei la curba in punctul P are expresia:
V=Xit+yj+zik

18



STATICA PUNCTULUI MATERIAL
in care x, Yy, Z reprezintd prima derivatd in raport cu parametrul ¢ a

relatiilor (2.28) (mai tarziu, in cadrul capitolului de cinematica punctului, se
va constata ca vectorul v poartd numele de vitezd, iar parametrul ¢
reprezinta timpul).

Avand in vedere notatia (2.5) se poate scrie:

v XX +yY +12Z
M Jery 2 xiaviez?

cosf} = (2.29)

|| D

Deoarece, pentru echilibru > /2 - ¢, adica |c0sB| <sing conditia de
echilibru este:
XX +yY +2Z| L
\/Xz FY XY 22 1)

(2.30)

Aplicatii

A.2.1. Se considera un punct material de greutate P, actionat printr-un
fir care are la capete greutatile G si Q (fig. 2.10, a). Sa se determine pozitia
de echilibru, precizata de unghiurile o si 3.

¥
i} _
TN\ 0
A x
F
a) b)
Fig.2.10.

Asupra punctului material actioneaza fortele precizate in figura 2.10, b.
Deoarece cele teri forte care actioneaza asupra punctului material formeaza
un sistem de forte coplanar, se pot scrie doud ecuatii de echilibru: ecuatie de
proiectie pe orizontala,

QOsinf — Gsina =0,

si ecuatie de proiectie pe verticala,
Qcosp — Geosa — P =0.
19
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P —Gcosa
0

Inlocuind expresiile de mai sus in sistemul ecuatiilor de echilibru se
obtin relatiile:

: 5 o G .
Din cele doua ecuatii: sinf} = —sina; cosp =

G* ., P?-2PGcosa +G’cos’a
—2$1n0(.+ > :1
0
2 2 2
G*+ P*—2PGcos o. = Q2:> cosa = u
2PG
2 2 2 2 2 2
COSB=£—Q'—G P Q :cogB:M-
0 0 2PG 2PQ

Deoarece functia trigonometrica a unghiului y trebuie sa indeplineasca
conditia —1 < cosy< 1, pentru ca solutiile prezentate sa aiba sens este
necesar i suficient ca:

G2+P2_Q2§1,_13 P2+Q2—G2£
2PG 2PQ
Inegalitatile se mai pot scrie astfel:

1<

1.

IP-G|<Q<|P+G

P-Q[<G<|P+Q|

9

A.2.2. Un punct material greu de masa m, este asezat pe suprafata
interioara aspra a unei calote sferice de raza R; coeficientul de frecare dintre
punctul material si suprafata sferica este p. Se cere sa se studieze echilibrul
punctului material indicindu-se conditiile de echilibru.

Datorita frecarii, punctul material poate ramane in echilibru si in alta
pozitie decat cea evidentd, din punctul cel mai de jos al calotei sferice
(pozitia de echilibru stabil) (fig. 2.11, a).

a) Pentru a determina pozitiile in care punctul material ramane in
repaus, presupunem ca punctul material se afld intr-o pozitie oarecare
definita de coordonatele: R, a., Y.

Asupra punctului material actioneaza forta efectiv aplicata m g si fortele

de legatura: N — reactiunea normala (al carui sens este dat de caracterul

unilateral al legaturii) si T — forta de frecare (dupa o directie oarecare
continuta in planul tangent la sferd in punctul P).

20



STATICA PUNCTULUI MATERIAL

Fig. 2.11.
Din conditia vectoriala de echilibru:
mg+ N +T=0 (a)
se obtin ecuatiile scalare de echilibru:
mgsiny — N =0
mgcosy — Tsinf3 =0 (b)
Tcosp=0

care contin 4 necunoscute: necunoscutele geometrice y si B si necunoscutele
fizice N si T (marimile lor scalare). Deoarece numarul necunoscutelor
depaseste numarul ecuatiilor (b), este necesar o ecuatie suplimentara.

O ecuatie suplimentara poate fi data datd de restrictia de natura
geometricd, impusa de legatura (punctul material nu poate parasi suprafata
interioara a sferei): » = R. Dar, aceastd conditie a fost utilizata, implicit,
atunci cand unghiul dintre directia fortei de greutate mg si tangenta la

meridian in punctul P a fost egal cuy (fig. 2.11).
O a doua ecuatie suplimentara se obtine din conditia fizica considerata la
limita:
T=uN. (©)
Deoarece T nu poate avea marimea scalara egala cu zero, din ultima

ecuatie (b) rezultd cosp= 0 = [ = n/2. Dupa eliminarea necunoscutelor
secundare N si T rezulta :

tgyo = 1/p
si deci:

Yo = arctg(1/p).
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Pozitia de echilibru stabil fiind data de valoarea y=m/2, rezulta ca,
pentru echilibru y € [y, ; 7/2]. Deoarece pozitia de echilibru nu depinde de
unghiul a, punctul material ramane in repaus pe calota sfericd marginita de
R

cercul de razd r, = Rcosyp = .
V1+p?
Valoarea fortelor de legatura, la limita, este:

N = mgsiny, =mg;' T=mg H
’ J1+p? ’ J1+p? '

b) Pentru determinarea pozitiei de echilibru se poate folosi realtia (2.21)
in care, pentru situatia considerata, rezultanta fortelor efectiv aplicate este:

R=-mgk .

Cum ecuatia suprafetei sferice fatd de sistemul de axe considerat
(fig.2.11) este fix,y,z) =x*+y*+z*— R* = 0, versorul normalei la suprafata
sferici in punctul P este 7 = 2xi +2y, +2zk . Inlocuind in ecuatia

(2.21) rezulta:
|— mg~2z| S 1
|G|'2\/x2 +y +2° _\/1+u2 ’

. R . R
care conduce la relatia: |z| > ———, adica: z< - .
1+p’ J1+p?
Deoarece z = — Rsiny, prin prelucrarea inegalitatii anteriaore se obtine

pozitia de echilibru: y, = arctg (1/p).

A.2.3. O bila grea de masa m poate culisa pe o sirma aspra (coeficient

de frecare p) indoita sub forma unui arc de parabold y = x*/2p cu axa
verticala (fig. 2.12). Se cere sd se determine pozitiile In care bila ramane in
repaus pe sarma.

Pentru reprezentarea fortelor de legaturd trebuie avut in vedere
urmatoarele aspecte:
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v

B T

N

L
v it
o

O x |mE o
Fig. 2.12.

— bila sub actiunea fortei efectiv aplicate m g nu poate aluneca decat in

jos din care cauza forta de lunecare T are sensul indicat in figura 2.12;
— deoarece foarta efectiv aplicata mg si forta de frecare 7 sunt

cuprinse in planul xOy, forta N nu poate avea decat o singurd componenta
cea cuprinsa 1n planul vertical ce contine arcul de parabola, iar sensul cel
din figura 2.12.

Proiectand ecuatia vectoriala de echilibru:

mg+N+T =0 (a)
pe directia normalei si pe directia tangentei la curba se obtine:
N—mgcosa. =0 ; T—mgsina = 0. (b)

Restrictia geometrica este data de ecuatia parabolei: y = x*/2p.
Se poate observa ca parametrii x si y ai pozitiei de echilibru nu sunt
expliciti in relatiile de natura statica (b). Ei pot fi Insa explicitati deoarece:

dy «x
A tga (c).
dx p
In baza acestei relatii se pot elimina necunoscutele N si 7' din relatiile (b)
si se pot inlocui in relatia de natura fizica pentru situatia limita: 7 = uN. Se
obtin valorile parametrilor corespunzatoare pozitiei de echilibru:

Xo=Ups yo=Wp/2. (d)

Pe arcul din stanga al parabolei, deoarece sensul fortei de frecare T se
schimba fata de axa Ox conditia de echilibru (d) devine:

Xo=—Up; Yo=Wp/2.(e)
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Teste

T.2.1. Daca un punct material legat de o curba aspra are rezultanta
fortelor efectiv aplicate R situata in interiorul conului frecarii atunci:

a) punctul material se afla in echilibru;

b) punctul material este in repaus;

¢) punctul material se afla in echilibru la limita;

d) punctul material nu se afla in echilibru.

T.2.2. Daca un punct material legat de o suprafata aspra are rezultanta
fortelor efectiv aplicate R situata in interiorul conului frecarii atunci:

a) punctul material se afla in echilibru;

b) punctul material este in repaus;

¢) punctul material se afla in echilibru la limita;

d) punctul material nu se afla in echilibru.

T.2.3. Un punct material obligat sa ramana tot timpul in contact cu o
curba stramba are:

a) trei grade de libertate;

b) doua grade de libertate;

¢) un grad de libertate;

d) nici un grad de libertate.

T.2.4. Un punct material obligat sa ramana in permanenta in contact cu
o suprafati are:

a) trei grade de libertate;

b) doua grade de libertate;

¢) un grad de libertate;

d) nici un grad de libertate.

T.2.5. in cazul unui punct material legat de o suprafata aspra fortele
efectiv aplicate si fortele de legatura pot alcatui:

a) un sistem de forte oarecare;

b) un sistem de forte concurente;

¢) un sistem de forte coplanare;

d) un sistem de forte paralele.

T.2.6. Daca asupra unui punct material P actioneaza urmatoarele forte:
F =3 -5j+2k;F,=i—j+k;F,=-2i+3j-6k;F, =2k,
F, =-2i +3j +k atunci:

a)R =i+ j+k sipunctul material P este in echilibru;

b) R =i+ j+k sipunctul material P nu este in echilibru;

¢) R =0 si punctul material P este in echilibru;
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d) R # 0si punctul material P nu este in echilibru.

T.2.7. Pentru ca punctul material P de masa m situat pe un plan inclinat
aspru (coeficient de frecare p), cu linia de cea mai mare panta ce face ungiul

o cu orizontala, si actionat de forta orizontala F (fig. 2.13) s ramana in
echilibru trebuie ca:

1—ptgo 1+ utgo 1+ utgo 1—ptgo
1—ptgo 1+ utgo 1+ utgo 1—ptgo

T.2.8. Un punct material M de greutate neglijabild se afla pe un inel
semicircular luciu si este actionat de fortele F'si O asa cum se aratd in figura
2.14. Atunci cand punctul M se afla in echilibru:

T.2.9. Pentru cazul punctului material precizat la punctul 8 valoarea
fortei de legatura normale 1n pozitia de echilibru este:

a) N=+P>+20%; b)N=4P*-0%;
¢) N=+P>=20%; d) N=+P*+0*.

T.2.10. Conform legilor lui Coulomb, coeficientul de frecare de

alunecare p :
a) depinde de natura corpurilor in zona de contact;
b) depinde de gradul de prelucrare al suprafetelor corpurilor in zona de
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contact;
¢) nu depinde de marimea suprafetelor n contact;
d) nu depinde de viteza relativa a corpurilor aflate in contact.

T.2.11. Valoarea maxima a fortei de frecare de alunecare este:
a) T> uN,
b) T= N,
c) T < uN;
d) T+ uN.

T.2.12. Fortele aplicate unui punct material sunt:
a) vectori liberi;

b) vectori alunecatori;

¢) vectori legati;

d) vectori paraleli.
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3. STATICA SISTEMELOR DE PUNCTE MATERIALE

Prin sistem de puncte materiale se intelege o multime de puncte
materiale (discrete sau continue) a caror miscare, fatd de un sistem de
referintd oarecare, se studiaza Impreuna, din anumite motive, neesentiale.

3.1. FORTE APLICATE UNUI SISTEM DE PUNCTE
MATERIALE

In cadrul fortelor aplicate unui sistem de puncte materiale se pot distinge
doua tipuri de forte: forte exterioare si forte interioare.
a) Forte exterioare sunt acele forte care reprezintd actiunea unor
corpuri din afara sistemului asupra diferitelor puncte materiale din sistem.
Ele sunt notate F (i=1, 2,
lth ..., n) unde n reprezentind
numarul de puncte materiale
. L ce  alcatuiesc  sistemul.
Fortele exterioare pot fi:
forte  exterioare  efectiv

aplicate  EP si  forte

is,a

exterioare de legaturd F}

Fig. 3.1 care, in baza principiului

legéturi-lor, sunt introduse

prin ruperea legaturilor de natura geometricd pe care punctele le au cu

sistemul de repere. Indicii s si & identifica numarul fortelor efectiv aplicate,
respectiv de legatura, care actioneaza asupra punctului material i. Evident:

F =Y Fo + Y F G.1)
k

s
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b) Forte interioare. Ele reprezinta interactiunile dintre diferitele puncte

materiale ce alcatuiesc sistemul. Sunt notate: F;, F, (i, j=1,2,...,n; i #j) (fig.
3.1).

Rezultanta actiunilor diferitelor puncte P; din sistem asupra punctului P,
se determina astfel:

B =3 Fs (i) (2

In baza principiului egalitatii actiunii cu reactiunea, fortele 17U si 17” sunt

egale in modul doua cite doud, se manifesta pe aceeasi directie si sunt de
sensuri contrare.

Fortele interioare 17,] se pot manifesta la distanta, ca forte interioare efectiv
aplicate }7,.1.” (de atractie sau de respingere) sau prin contact, ca forte interioare
v - Tl
de legatrad Fj .

Se identifica:
— rezultanta fortelor interioare efectiv aplicate asupra punctului P;:

Fu'=2F's (i%) (3.3)
j=1
— rezultanta fortelor interioare de legatura asupra punctului P;:
Fl'= Y F5 (i#). (3:4)
Jj=1

Rezulta ca actiunea celorlalte puncte materiale ce alcatuiesc sistemul
asupra punctului P, este:

Fr=Fu By =Y + 3 F 5 (%), G5
j=1 J=1

Fortele interioare efectiv aplicate pun in evidenta influenta reciproca a
punctelor materiale asupra miscarii lor. Aceastd influentd se face fara sa se
reduca numarul gradelor de libertate de miscare a punctelor. In schimb,
fortele interioare de legatura aratd ca libertatea de miscare a punctului P,

fatd de P, (si reciproc) este impiedicata pe directia PP, .
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Foretele interioare formeaza sisteme de forte in echilibru deoarece, dupa
cum s-a mai sublinat, ele sunt doua cate doua egale si direct opuse. Cu toate
acestea fortele interioare nu pot fi neglijate, deoarece, dupa cum se va arata
mai departe, lucrul mecanic al acestor forte este diferit de zero, cu exceptia
cazului sistemelor perfect rigide.

3.2. ECHILIBRUL UNUI SISTEM DE PUNCTE
MATERIALE ACTIONAT DE FORTE

Fie un sistem de n puncte materiale actionat de forte exterioare si ale
carui puncte (unele sau chiar toate) au legituri de natura geometrica cu
corpurile sistemului de referinta. Echilibrul acestui sistem este realizat
atunci cand el se afla in repaos fata de un sistem de referinta. Deoarece acest
lucru implicad repaosul fiecarui punct material in parte fatd de sistemul de
referintd considerat rezulta ca, pentru studiul echilibrului sistemului de
puncte materiale este necesar izolarea si studierea fiecarui punct material
sub actiunea fortelor exterioare si a fortelor interioare ce ii revin.

Conditia necesara si suficienta pentru existenta echilibrului unui punct
material i din cadrul sistemului de # puncte materiale, este:

F;ext + F_viint — 0’ (36)

in care F,*" se calculeaza cu relatia (3.1), iar F,™ cu relatia (3.5).

Se obtin astfel n ecuatii vectoriale ce se transpun in 3 relatii scalare,
care vor constitui ecuatiile de echilibru ale sistemului de puncte materiale.
Aceste ecuatii de echilibru scalare vor fi completate cu ecuatiile furnizate de
aspectele geometric si fizic.

3.3. FIRUL

Foarte multi autori considera firele ca fiind corpuri care, din punct de
vedere geometric, au doua dimensiuni neglijabile si care sunt perfect
flexibile si torsionabile, ele neputdnd prelua eforturi de incovoiere si de
rasucire.

Firul poate fi modelat nsa si ca un sistem continuu format din puncte
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materiale infinit apropiate de mase neglijabile dispuse geometric in “lant” si
legate, doua cate doua, rigid intre ele. In acest fel firul reprezinta un sistem
de puncte materiale a caror dispunere mutualda fizico-geometrica este
analogd, in sensul ca trecerea de la un punct la altul se poate face i1n mod
continuu (adicd din punct de vedere matematic, aceastd trecere poate fi
descrisa prin variatuia unei functii continue de coordonatele curente ale
punctului). In aceasta situatie este suficienta studierea echilibrului unui
punct si extinderea rezultatelor la celelalte puncte, printr-un calcul integral
(sau cu diferente finite), constantele de integrare urmand a se determina din
conditii extreme, adicd aplicand relatiile obtinute punctelor de la limita
geometrica a domeniului ocupat de sistemul de puncte materiale.

Aceasta modelare sustine proprietatile atribuite firului: perfect flexibil si
torsionabil, el neputand prelua eforturi de Incovoiere si de rasucire.

Fortele interioare, efectiv aplicate, care se exercitda intre punctele
invecinate ale unui fir — de exemplu fortele datorate unor actiuni
intermoleculare — nu pot fi determinate prin calcul mecanic, cel mult pe cale
experimentala. Fortele interioare ce pot fi calculate sunt fortele de legatura
interioare care apar ca urmare a fortelor exterioare ce se aplicd asupra
firului.

Aceste forte vor fi puse in evidentd, in baza principiului fortelor de
legatura prin ruperea legaturii dintre douad puncte aldturate. Aceasta
presupune sectionarea firului intre cele doud puncte. Fortele de legatura
interioare ce apar (fig. 3.2, a) vor fi egale si de sensuri opuse, reprezentand
actiunile reciproce ale celor doua puncte, directia fortelor fiind cea a dreptei
ce le uneste, tangenta la curba pe care firul o face datorita fortelor exterioare
efectiv aplicate si a fortelor exterioare de legatura. Sensul fortelor trebuie sa

- = conducd la o solicitare de
~— |S LSL—F/ a) intindere a celor doua bucati
ﬁl de fir.
F b) Conform principiului
2 egali-tatii actiunii cu
7 _ reactiunea se poate scrie:
1 2
—~ -9 S1=[s=s @7
F 1 SI §H F ) d)
Tt in care S reprezinta efortul
Fig. 3.2 din fir.

Sub actiunea fortelor

efectiv.  aplicate si a

legaturilor firul ia o forma specifica solicitarilor (fig. 3.2, b). Aceasta forma
este deci o forma de echilibru si ea poartd numele de curba funiculara a
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sistemului de forte dat.

Daca incarcarea firului se compune numai din doua forte F, si F,,
aplicate la capetele acestuia (fig. 3.2, ¢), atunci pentru ca echilibrul sa existe:

— cele doud forte trebuie sa fie egale Tn modul, sa aibad acelasi suport
(dreapta ce uneste cele doua puncte de la capetele firului) si sensuri
contrare;

— sensul fortelor trebuie sa fie astfel Incat sa intinda firul.

Forma de echilibru a firului in acest caz este linia dreapta ce uneste
punctele de la capetele sale, iar efortul in fir este, in orice sectiune a
acestuia, acelasi si egal ca intensitate cu marimea comund a fortelor
exterioare (fig. 3.2, d), adica:

F,=S=S"=F,=85. (3.8)

Se constata ca in cazul in care un punct material este legat de un fir
aceastd ,,legatura” este de fapt o legatura interioara intre punct si un punct al
firului. Ruperea legaturii implica introducerea unei forte de legatura care are
suportul dupa directia firului si cu sensul astfel Incat sa reprezinte o actiune
de Intindere a acestuia.

3.3.1. Frecarea firelor

Fie un fir infasurat pe suprafata unui cilindru circular drept, aspru,
cuprins in planul sectiunii drepte a cilindrului si actionat de forte de
intensitati diferite la capetele sale (fig. 3.3). Coeficientul de frecare intre fir
si cilindru este p. Conditiile de
echilibru ale acestui fir sunt
studiate sub denumirea de frecarea
firelor.

Unghiul de infdasurare al firului
este unghiul la centru 0,
corespunzator arcului de cerc pe
care este infasurat firul (intre
punctele A4, si 4,). Daca firul este

infasurat numai pe arcul 44, Fig. 3.3
atunci unghiul de infisurare este
0 = a; daca firul este infasurat de » ori pe cilindru atunci 6 = 27tn + a.
Se considera ca firul este in repus fata de cilindru. Cilindrul poate fi in
repaus sau poate avea o miscare de rotatie in jurul axului sau.
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Problema care se pune este de a gasi relatia intre fortele ce actioneaza la
capetele firului, Fsi F,, pentru ca acesta si nu lunece peste cilindru.

Daca se sectioneaza firul intre 4, si B, respectiv intre 4, si B,, oriunde

am face-o, eforturile din fir sunt egale, respectiv, cu fortele de la capete (fig.
3.4, a):

S,=F, ; S, =F, (3.9)

Pentru determinarea relatiei cautate se separd din fir, la distanta s de
unul din capete (distanta corespunzatoare unghiului la centru @) o portiune

elementara ds, egala cu arcul A4", subintins unghiului la centru de (fig.3.4,
a).

Fortele ce actioneaza asupra acestei portiuni elementare de fir sunt:

— S si 8" (S'de marime §'= S + dS) — forte interioare de legatura;

— dN si dT — forte exterioare de legatura. Forta dT se opune miscarii
posibile a firului peste cilindru. Deoarece aceasta miscare este posibild in

ambele sensuri (adicd, atat spre 4,<> F, > F, cat si spre 4, F; < F,) se
alege un sens arbitrar. In cazul de fata s-a ales sensul spre 4,. In consecinta

forta elementara de frecare de lunecare d7" este orientata spre 4 (fig. 3.4, b).

b)

Fig. 3.4.
Echilibrul se exprima prin doua ecuatii obtinute prin proiectarea tuturor
fortelor pe directia lui dV, respectiv a luidT :

dN — Ssinda.— S'sindp =0
(3.10)

dT + Scosdo— S'cosdB =0

Daca se fac aproximérile: sinda = da si cosda = 1, respectiv sin dff = dp
si cosdp =1, iar §'= S + dS, atunci:
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dN —Sda—(S+dS)dp=0 G.11)
dT +S—-(S+dS)=0 '
Termenul dSdp poate fi neglijat in raport cu dS si deci:
dN = S(da+dp) = Sd
(do+dp) = Sdo (3.12)
d7 =dS

Conditia de echilibru data de aspectul fizic al problemei d7° = pdN in
baza ecuatiilor (3.12) capata forma:

dS = pSdo,

care prin integrare conduce la: In § = up + Csau S =" =e%"? = 4e"?.
Deci:

S=Aet®. (3.13)

In baza conditiilor la limita: pentru ¢ = 0 = S = F,; pentru ¢ =0 = S
= F,, rezulta conditia de echilibru cautata:

F,=F, "’ (3.14)

Valoarea lui F, datd de relatia (3.14) este o valoare limita
corespunzatoare cazului cand echilibrul este pe punctul de a se pierde.
Pentru ca echilibrul (relativ) dintre fir si cilindru sa subziste este necesar ca:

F,<F, "’ (3.15)

Pentru posibilitatea miscarii in sens contrar conditia de echilibru capata
forma:

F,>F, ™’ (3.15)
Conditia generala de echilibru este:
Fie*'<F,<F e’ (3.16)

Daca se neglijeaza frecarea intre fir si cilindru, =0, efortul este acelasi
in tot lungul firului : S=F, = F,.
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3.3.2. Echilibrul firelor

In cazul in care firul, suspendat la capete de doua puncte fixe, este
solicitat de forte concentrate sau repartizate (de exemplu greutatea proprie)
in diferitele sale puncte, studiul echilibrului sau urmareste determinarea
formei de echilibru adica a curbei funiculare.

Problemele care se pun in acest caz sunt:

— determinarea formei curbei funiculare, adicd forma curbei cu care
poate fi asimilat firul sub actiunea fortelor aplicate asupra lui si aflate in
echilibru;

— determinarea fortelor de legatura exterioare si a efortului din fir intr-o
sectiune oarecare a acestuia (determinarea valorii maxime a acesteia in
vederea efectuarii unui calcul de rezistenta al firului).

Acest gen de probleme se intdlnesc frecvent in practica (cablurile
masinilor si instalatiilor de ridicat, cablurile de sustinere ale telecabinelor,
cablurile pentru transportul aerian al energiei electrie etc.) iar rezolvarea lor
este prezentata in manuale sau tratate mai extinse ca volum.

Aplicatii

A.3.1. Doud puncte materiale de greutati P si Q, asezate pe doud plane
inclinate ce fac cu orizontala unghiurile a si B, sunt legate cu un fir trecut
peste un scripete asa cum se poate observa in figura 3.5, a. Sa se determine
valoarea raportului greutatilor P/Q corespunzitoare pozitiei de echilibru
daca 1inre punctele materiale si planele inclinate exista frecare, iar
coeficientul de frecare este .

Pentru determinarea conditiei care trebuie indeplinitda astfel incat
sistemul format din cele doud puncte materiale sa se afle in echilibru este
suficient sa se izoleze fiecare punct deoarece conditia necesara si suficienta
ca sistemul de puncte materiale sd fie In echilibru este ca fiecare din
punctele cel alcatuiesc sa se afle, la randul lor, in echilibru.

In figura 3.5, b sunt reprezentate fortele ce actioneaza asupra celor doua
puncte dupa ce au fost rupte legaturile si introduse fortele de legatura,
pentru cazul in care tendinta de miscare a punctelor este cea precizatd in
figura.

Se identifica urmatoare tipuri de forte: forte efectiv aplicate — P si O ;
forte de legatura exterioare — N, T, si N,,T,; fortele de legatura interioare

_5.3,.

35



STATICA

Fig. 3.5.

Deoarece fortele ce actioneaza asupra celor doua puncte materiale sunt forte
concurente, conditiile de echilibru de natura statica constau in doua ecuatii
scalare de echilibru pentru fiecare punct, scrise in raport cu doua axe

perpendiculare (de obicei cele doua axe au directiile fortelor N si T'):

S, =T, —Psina=0
(a)
N, —-Pcosa=0
-S,-T,+Qsinf=0
, =T, + QOsinf b)
N, =QcosB=0
Conditiile de naturi fizica pentru cele doua puncte:
T, <uN,
(c)
T, <puN,

trebuiesc indeplinite 1n acelasi timp deoarece dacad unul din puncte isi pierde
echilibru si Incepe sa lunece, atunci si celdlalt punct incepe sa lunece
pierzandu-si echilibru.

Se constata ca sunt 7 necunoscute (cea de a saptea fiind raportul P/Q).
Pentru a putea rezolva problema trebuiesc impuse conditii suplimentare

asupra sitemului de forte. Fortele de legatura interioare §l, S, reprezinta
tensiunile din firul ce leaga cele doua puncte si care este trecut peste un
scripete (fig. 3.5, a). Daca se neglijeaza frecarea dintre fir si scripete atunci
se poate scrie relatia:

S1=55 (d

daca nsa aceasta frecare nu se poate neglija atunci intre cele douda marimi S,
si S, se poate scrie o relatie de forma (3.15) sau (3.15"), bineinteles daca se
cunoaste coeficientul de frecare dintre fir si scripete.
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Daca se admite ca relatia (d) este adevarata atunci prin inlocuirea in

sistemul de inecuatii (c) a marimilor N,, N,, T, si 7, determinate din
ecuatiile (a) si (b), si prin rezolvarea acestuia se obtine:

£> sinf3—pcosf ©)

O sino+pcosa

Pentru cazul in care tendinta de miscare a punctelor este inversa decét
cea considerata in figura 3.5, b, conditia de echilibru se obtine schimband in
inecuatia (e) sensul inegalitatii si semnul coeficientului de frecare u:

£< sinf3 + pcosf

O sina—pcosa ®
Rezulta ca sistemul de puncte materiale se afla in echilibru daca:
sinf3 —pcosf SES sinf3 + pcosf ©)

sina+pcosa @ sina—pcosa

Deoarece P/Q > 0, pentru ca problema sa existe trebuie sa fie Indeplinite
conditiile: tga > p si tgf > p.

A.3.2. Un fir perfect flexibil si inextensibil este trecut peste doi cilindrii
asa cum se aratd in figura 3.6, a. De capetele firului sunt suspendate doua
greutati O si F. Cunoscand coeficientii de frecare dintre cei doi cilindrii si
fir, p, si p,, sa se determine valoarea greutatii F astfel incat sistemul sa
ramana in echilibru.

Echilibrul exista atata timp cat firul ramane in repaus fata de cei doi
cilindrii, fapt pentru care acestia s-au izolat prin sectionarea firului in zona
dintre ei introducindu-se forta de legatura (tensiunea) S , asa cun se arata in

figura 3.6, b. Deoarece echilibrul se poate pierde fie in sensul fortei O , fie

Fig. 356.
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in sensul fortei F , s-a ales tendinta de alunecare a firului in sensul fortei F
(fig. 3.6, b). In consecinta, echilibrul se pierde atunci cand F> S > Q.
Avand in vedere relatia (3.15) conditiile de echilibru la limita pentru cei
doi cilindrii sunt:
F = Se™ @
a
S — Qee]”l .

Din figura 3.6, b unghiurile de infasurate 0, si 0, au marimile 6, = 6, =
31/4, si prin eliminarea lui S din cele doua ecuatii (a) rezulta valoarea limita
a lui F pentru ca firul sa nu alunece in raport cu cilindrii in sensul ales:

3n
—(m+uy)
F = Q691H1+92H2 — Qe I . (b)
Pentru ca echilibrul sa existe forta F trebuie sa indeplineasca conditia:
3l(ll| +Hy)
F<Qe* . (©)

In situatia in care echilibrul se pierde in sensul fortei O, conditia de

echilibru se obtine din relatia (c) in care se modifica sensul inegalitatii si
semnul coeficientilor de frecare, adica:

3
ff(uﬁu:)

F>Qe (d)

Rezulta cé valoarea greutatii F' pentru care sistemul raméane in echilibru
este:

3n
—(+py)

)SFSQe“ . (e)

—E(Hl‘*'uz
Qe

A.3.3. Un corp de greutate G este situat pe un plan orizontal aspru,
coeficientul de frecare fiind u, = 1/2. De corp este legat un fir perfect
flexibil si inextensibil, ce face cu orizontala unghiul o =m/6 si care este
trecut peste un scripete fix. La capatul celalalt al firului se afla o greutate P
(fig. 3.7, a). Stiind ca intre fir si scripte coeficientul de frecare este p, = 3/m,
sd se determine valoarea lui P astfel incat corpul sa se afle pe punctul de a
incepe sa se miste.

Sistemul format din corp si fir raméne in echilibru atata timp cat fiecare
din cele doud elemente care il compun raman in echilibru. Rezulta
necesitatea separdrii lor si studierea conditiilor de echilibru pentru fiecare in
parte. In figura 3.7, b sunt prezentate corpul si firul sub actiunea fortelor
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efectiv aplicate (G, P ), a fortelor de legatura exterioare (N, T ) si a fortelor

de legaturd inteioare (S ). Sensul fortei de frecare T a fost ales in
concordanta cu posibilitatea de miscare pe planul o rizontal a corpului.

Hz

(G)

(P)

a)
Fig. 37,

Pentru corp, ecuatiile de echilibru atunci cand acesta este pe punctul de
a Incepe sa alunece pe planul orizontal, au forma:

-G+ N+Ssina=0
T—-Scosa=0 (a)
T=wN

Deoarece firul trecut peste scripetele fix poate aluneca numai in sensul
fortei P, relatia (3.15) in acest caz capata forma:

P =Se"?, (b)

Dupa eliminarea necunoscutelor secundare (N, T, S) din ecuatiile (a) si
(b) rezulta valoarea lui P pentru care corpul de greutate G este pe punctul de
a Incepe sa alunece pe planul orizontal:

G
p=— BT w0 ©
cosoL+ 1, sina
Avand in vedere ca unghiul de infasurare al firului peste scripetele fix
este 0=7/3 + /2 = 2n/3, dupa inlocuirea in egaliatea (c) a valorilor
numerice rezulta P = 541G.
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Teste

T.3.1. In cadrul unui sistem discret de puncte materiale fortele interioare
sunt:

a) doua cate doua egale;

b) doua céte doud egale si de acelasi sens;

¢) doua cate doua egale, cu acelasi suport si de sensuri contrare;

d) doua cate doua egale si paralele.

T.3.2. Pentru ca un fir solicitat de doua forte aplicate la capetele acestuia
sa fie in echilibru trebuie ca:

a) sensul fortelor sa fie astfel Incat sa Intinda firul;

b) cele doua forte sa fie egale si direc opuse;

¢) cele doua forte sa aiba sensuri contrare;

d) cele doua forte sa aiba acelasi suport si sensuri contrare.

T.3.3. in cadrul unui sistem de n puncte materiale numarul ecuatiilor de
echilibru de natura statica sunt:

a) 2n si sunt suficiente pentru determinarea conditiilor de echilibru;

b) 3n si sunt suficiente pentru determinarea conditiilor de echilibru;

¢) 2n si se completeaza cu relatiile de natura geometrica si fizica;

d) 3n si se completeaza cu relatiile de naturda geometrica si fizica.

T.3.4. Un fir este trecut peste un cilindru aspru (coeficient de frecare
p= 0,1628) de mai multe ori, asa cum se poate vedea in figura 3.8. La
capetele firului sunt aplicate doua forte QO si P (P =100). La echilibru,
numdrul de infasurdri complete ale firului peste cilindru este:

a)n=4; b)yn=75;

c)n=3; dyn=2.

T.3.5. Doua sfere mici 4 si B, fiecare de greutate G, sunt legate printr-
un fir inextensibil si asezate peste un semicilindru fix (fig. 3.9). Unghiul la
centru a al arcului 4B este cunoscut. Ungiul de frecare al sferelor de cilindru

este ¢@. Unghiul 0, in pozitia de echilibru a celor doua sfere, trebuie sa
indeplineasca conditia:
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1|@®) 1[© H] P) (2
Fig. 3.8.

T T o
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T.3.6. Pe bara ABC, curbata sub 90° ca in figura 3.10, luneca fara frecare
doud culise de greutate P respectiv G, unite prin firul de lungime /. In
pozitia de echilibru unghiul 0 dintre fir si bara 4B si tensiunea S din fir au
valorile:

a) tane—T S——m
b) tanezT S_—m
c) tane—— Sz—m
d) tan e—T S = m

T.3.7. Conditia necesara si suficienta pentru existenta echilibrului unui
punct material i din cadrul sistemului de # puncte materiale, este:
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a) Fy' + Fi' =0;
b) Y Fo + Y F=0
s k
C) F;ext + F;int — O,
d) F_;inl — O

Fig. 3.11.

T.3.8. Un corp de greutate G este situat pe un plan inclinat aspru

(coeficientul de frecare intre corp si plan p, = 0,5) si este mentinut in
echilibru prin intermediul unui fir perfect flexibil si inextensibil trecut peste

un cilindru (coeficientul de frecare intre fir si cilindru p, = 1/x) de greutatea
P. La echilibru:

a) 0,363G < P <1,924G;

b) 0,263G < P < 1,824G;

¢)0,163G < P < 1,724G;

d) 0,063G < P <1,624G.
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4. STATICA SOLIDULUI RIGID

Conceptul de continuum material a fost prezentat in paragraful 1.1. in
mecanica teoretica se considera cad diferitele distante dintre punctele
materiale ale continuumului raman constante oricat de mare ar fi intensitatea
fortelor ce actioneazd asupra
punctelor lui.

Acest model al corpului material
a fost introdus pentru simplificarea,
la inceput, a calculelor, fard ca
rezultatele sa se indeparteze prea
mult de realitate.

Aceastda modelare defineste 1n
mecanica teoretica conceptul de
solid rigid si are la baza principiul
rigiditatii cu cele doua aspecte ale
sale: Fig. 4.1.

— aspectul geometric (fig. 4.1)
prin care se afirmd ca distanta dintre doua puncte P, si P, ale corpului
ramane invariabila;

— aspectul fizic care afirma ca doua forte F, si F, egale ca marime,

aplicate in punctele P, si P, ,

(se spune ca cele doua forte sunt egale si direct opuse), nu au nici-un efect
mecanic asupra corpului.

avand acelasi suport (F,P; ) si sensuri contrare

4.1. OPERATII ELEMENTARE DE ECHIVALENTA

Prin operatii elementare de echivalenta se inteleg acele operatii simple
ce se pot aplica unui sistem de forte dat care actioneaza asupra unui solid
rigid, fara sa se modifice efectul mecanic pe care sistemul de forte il are
asupra acestuia.
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Aceste operatii elementare de echivalenta sunt definite in continuare.

1) Introducerea intr-un sistem de forte aplicate unui solid rigid (sau scoaterea
dintr-un sistem de forte) a unor perechi de forte coliniare egale si direct opuse nu
modifica efectul mecanic pe care il are sistemul de forte dat asupra solidului rigid
(fig. 4.1);

2) Efectul mecanic al unei forte ce apartine unui sistem de forte aplicat
unui solid rigid ramane neschimbat daca forta este deplasata pe suportul ei
(forta poate luneca pe suportul ei). In punctul P, (fig. 4.2), situat pe suportul
fortei F,, in baza primei operatii elementare de echivalenta, se introduc

i°

doua forte egale si direct opuse 17] si 1?]', ce au suportul PP, . Marimea
celor doua forte se alege egala cu cea a fortei F,: ‘17/‘ :‘F]":E | . Dar, tot in

baza primei operatii elementare de echivalenta, fortele F, si F/ se pot

elimina. Rezultatul obtinut: forta F, a alunecat pe suportul sau din punctul
P, in punctul P,

3) In baza primelor doui operatii elementare de echivalenta si a
principiului paralelogramului, se observa ca, doua sau mai multe forte
aplicate asupra unui solid rigid, in puncte diferite ale acestuia, dar care au
suporturile concurente, pot fi Inlocuite cu o singurd fortd al carei suport
trece prin punctul lor de intersectie si este egala cu rezultanta lor. Astfel in
figura 4.3 fortele F, si Fj aplicate 1n punctele P, respectiv P, au suporturile

concurente in punctul P. Aplicand a doua operatie elementara de echivalenta
cele doud forte sunt deplasate pe suporturile lor pana cand punctele lor de
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aplicatie ajung in P. Aplicand principiul paralelogramului (prezentat in
parag. 2.1.1) cele doua forte se inlocuiesc cu rezultanta lor F = F, + F/

Operatiile elementare de echivalentd ne vor permite sa demonstrdm cand
doua sisteme de forte aplicate independent asupra aceluiasi solid rigid au
acelasi efect mecanic.

Pentru aceasta este necesar sa se introduca notiunea de moment al unui
vector in raport cu un punct, respectiv in raport cu o axa.

4.2. MOMENTUL UNEI FORTE iN RAPORT CU UN
PUNCT

Prin definitie, momentul unei forte in raport cu un punct, notat %, F
este un vector:

— aplicat in punctul O (numit si po/) ;

— perpendicular pe planul definit de polul O si suportul fortei F ;

— cu sensul ales astfel incat un observator asezat in O, orientat dupa
directia momentului, sa vada
vectorul F cid roteste (in
mod aparent) planul (O, F)
in sensul pozitiv ales (in
cadrul acestui curs sensul
pozitiv este sensul
trigonometric);

— cu marimea egala cu
produsul F-d, unde d este
distanta de la punctul O la
suportul fortei F (fig. 4.4).

Expresia vectoriala a momentului unei forte in raport cu un punct este:

TLF =FxF, (4.1)

in care 7 este vectorul de pozitie (fata de polul O) al punctului de aplicatie
al fortei F (fig. 4.4).
Simbolul 77 trebuie privit ca un ,,operator” aplicat vectorului F , asa

Fig. 4.4.

incat momentul fortei F este o consecintd directd a operatiei efectuate
asupra lui F .
Marimea (norma) momentului unei forte in raport cu un punct este:
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IM,F| = [F|Flsino= Fd, (42)

ea fiind exprimata prin produsul dintre marimea fortei si bratul acesteia,
adica dintre marimea fortei si distanta de la punctul in raport cu care se
calculeaza momentul la suportul fortei (v. fig. 4.4)

4.2.1. Proprietatile momentului unei forte in raport cu un punct

Din definitia momentului unei forte in raport cu un punct reies mai
multe consecinte:
a) Momentul unei forte in raport cu un punct este nul cand:
— forta F are intensitatea nula;

— suportul fortei F trece prin polul O.

b) Momentul unei forte In raport cu un punct nu se modifica daca forta
luneca pe suportul ei. Conform cu figura 4.5 se poate constata ca:

F

Fig. 4.5. Fig. 4.6.

deoarece: F=F'; 7'=r + PP’ si PP'xF =0 (vectori coliniari).

c) Momentele unei forte F 1in raport cu punctele situate pe o dreapta
paralela cu suportul ei, sunt egale. Conform cu figura 4.6 se poate scrie:

g F=F xF=(00+F)xF=FxF = JI,F. (4.4)
d) Momentele a doua forte egale si direct opuse sunt egale si direct opuse
(fig. 4.7).
DacaF =—F"' atunci:
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(4.5)

In baza celor prezentate rezulta ca doua forte (F si F') sunt egale si
direct opuse atunci cand:

F+F'=0 si JLF+,F =0. (4.6)

e) Momentul fortei rezultante a unor forte concurente, in raport cu un
punct, este egal cu suma momentelor fortelor concurente in raport cu acelasi
punct (teorema lui Varignon).Conform figurii 4.8 se poate scrie:

TyR=7xR =7 x (F+ Fy+...+F)=F x E+F xF,+....+ F xF,=
= M, F, + W, F+. ...+, F,= ZMF 4.7)

4.2.2. Expresia analitica a momentului unei forte in raport cu un
punct

Daca punctul O in raport cu care se calculeaza momentul fortei F are
coordonatele (x, y, z,) fatd de sistemul de referintd O%Xyz (fig. 4.9), iar
punctul de aplicatie al fortei F este P(x, y, z), atunci momentul fortei F =i
F+j Fy+ k F_are urmatoarea expresie analitica:
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i J k
%ﬁ: FXF =X=Xy Y=Yy Z—2, z[(y_yO)Fz_(Z_ZO)Fy]lT+
F F F

x y z

+[(z = 2)F = (x = x)F] j +{(x = x)F,— (v = y)F.] k (4.8)
-4 Pz
ST
Qg vg.20)
FIF.FLF,)

Fig. 4.9.

Daca se noteaza cu M, M, M, componentele momentului fortei F 1in raport
cu punctul O pe axele sistemului de referintd in conformitate cu (4.8) se
poate scrie:

M, =@ -y)F—-(z- Z())Fy;
M, =(z—-z)F,— (x —xp))F; (4.9)

M, = (x = x))F, = (v = y)F..
Daca O = O, adica sistemul de referinta are originea in O, atunci
relatiile (4.9) devin:

M, =yF,—zF;
M, =zF — xF (4.10)
M, =xF, - yF..

4.3. MOMENTUL UNEI FORTE iN RAPORT CU 0 AXA

Proiectia pe 0 axa A a momentului unei forte F 1in raport cu un punct O
ce apartine axei, se numeste momentul fortei F 1in raport cu axa A. El se
noteaza ¥, F si este exprimat prin relatia:

HAF =pr (Mo F )a= (MpF )-8 =(F x F)-38 (4.11)
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unde § este versorul axei A (fig.
4.10). Se poate dovedi usor ca
punctul O 1in raport cu care se
calculeaza W, F , se poate lua
oriunde pe axa A, valoarea
momentului A, F ramanand

neschimbata.

Din cele prezentate rezulta
ca momentul unei forte in raport
Fig. 4.10. Ccu 0 axa este o marime scalara,
al carei semn depinde de

marimea unghiului o dintre S, F si versorul & (fig. 4.10)

4.3.1. Proprietatile momentului unei forte in raport cu o axa

Din definitia momentului unei forte n raport cu o axa se pot deduce mai
multe concluzii:

a) Momentul unei forte 1n raport cu o axa este nul daca:

— intensitatea fortei este nula;
— suportul fortei este coplanar cu axa (intersecteaza axa sau este paralela
cu ea);

b) Momentul unei forte in raport cu o axa raméne neschimbat daca forta
luneci pe suportul ei. Aceastd proprietate este evidentd deoarece M, F nu
se modifica (v.par. 4.2.1, b);

¢) Momentele a doua forte F si F' egale si direct opuse, in raport cu
aceeasi axa, sunt egale si de semne diferite:

FNF'=(F,F')- & =(-F,F )& =—F\F (4.12)

in baza relatiei (4.5)

d) Suma algebrica a momentelor in raport cu o axa a unor forte ce au
suporturile concurente intr-un punct este egald cu momentul in raport cu
acea axa a rezultantei fortelor. Acesta proprietate este o consecintd a
proprietatii e) enuntata in paragraful 4.2.1 si a definitiei momentului unei
forte in raport cu o axa.

50



STATICA SOLIDULUI RIGID
4.3.2. Expresia analitica a momentului unei forte in raport cu o axa

Daci versorul 8 al axei A are cosinusi directori (/, m, n) in sistemul de
axe O'xyz cu notatiile anterioare (fig. 4.11) rezulta:

/ m n
QZZF=S'(I7XF): X=Xg Y=Yy Z=Z| =[(-y)F~(-z)F ]+
F F F

+[z - Zo)Fx; (x = x)Fm +[(x — x)F— (v — y)Fn
(4.13)

Daca axa A trece prin originea O' a sistemului de referinta, expresia
(4.13) capata forma:

MAF = (F. - zF)| + (zF,— xF)m + (xF, — yF,)n (4.14)
Momentele fortei ' in raport cu axele sistemului de referinta O'xyz sunt:
Mo F =yF. - zF, =M,
Moy F =zF~xF.=M,; (4.15)
Moy F =xF,—yF,=M..

Din compararea relatiilor
(4.10) si (4.15) se constata ca
momentele fortei F 1in raport
cu axele sistemului de referinta
sunt de fapt componentele
momentului fortei F calculat
in raport cu originea sistemului
de referinta.

Observatie. Din cele
prezentate anterior rezulta ca
atit momentul unei forte in Fig. 4.11.
raport cu un punct :7!2:)17 , cat
si momentul unei forte in raport cu o axa A F raman neschimbate daca li
se aplica operatiile elementare de echivalenta.
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4.4. TORSORUL UNUI SISTEM DE FORTE iN RAPORT
CU UN PUNCT

Prin definitie, torsorul unui sistem de forte de n forte Fl , (i=12,.,n)
notat T,( F,), este format din doi vectori (fig. 4.12):

— vectorul rezultant, R , aplicat in punctul O si egal cu suma vectorilor
forta F, :

R =) F;
i=1

— vectorul moment rezultant, M, aplicat in punctul O si egal cu suma

momentelor fortelor F, (aplicate in punctele P,), in raport cu O:
M, =Y M,F,.
i=l1

Punctul O, fata de care se calculeaza momentul rezultant, poartd numele

de originea torsorului.

Fig. 4.12. Fig. 4.13.

Cei doi vectori nu au o semnificatie fizica dar ei pot s& caracterizeze
impreuna sistemul de forte F, din punctul de vedere al efectului mecanic pe
care acesta il are asupra solidului rigid.

Vectorul rezultant R nu depinde de vreun sens pozitiv ales, pe cand
vectorul moment rezultant M, depinde de sensul pozitiv ales pentru rotatia

axelor sistemului de referinta adoptat.
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4.4.1. Proprietati ale torsorului unui sistem de forte

a) Variatia torsorului cu schimbarea originii. Se poate observa ca
vectorul rezultant R al torsorului T,( F,) nu se schimba atunci cand torsorul
se calculeaza fata de un alt punct O’ (fig. 4.13) deoarece:

R'=Y F=R. (4.16)
i=l

Se spune ca vectorul rezultant este un invariant fata de punctul in raport
cu care se calculeaza torsorul unui sistem de forte.
In ceea ce priveste vectorul moment rezultant:

My = 3M,F =37 F =3 (00 +7) < F =

i=1

=Y 0'OxF,+Y 7xF,=00x Y F,+M, = 0'0x R +M,,.
i=1 i=1 i=1
Rezulta ca torsorul sistemului de forte F, calculat fata de punctul O’ are

1

urmatoarea expresie in functie de componentele torsorului T,( F; ):
X4

Tor(i){R_ . (4.17)

b) Scalarul torsorului. Daca multiplicam relatia vectorului moment
rezultant din (4.17) scalar cu R rezulta:

M,-R = M, R +(OOxR)R

Deoarece produsul mixt (%XE )-R = 0 (doi vectori sunt coliniari)
rezulta:

M,.R =M, R (4.18)

Produsul M, o -R poartd numele de scalarul torsorului si este si el un

invariant al sistemului de forte F, in raport cu schimbarea originii
torsorului.
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c) Proiectia lui M, pe directia lui R . Daca relatia (4.18) se multiplica

cu 1/‘]?‘ se obtine:

R MO,-i =M, (4.19)

§|

in care se recunoaste proiectia
vecto-rului moment rezultant
M, , respec-tiv M, pe directia

vectorului rezul-tant R (fig.
4.14), adica:

Fig. 4.14. . .
pr(Mg)g =pr(My)g -

Se deduce ca, indiferent de punctul in raport cu care se calculeaza
torsorul unui sistem de forte, proiectia vectorului moment rezultant pe
directia vectorului rezultant este aceeasi.

d) Torsorul minim si axa centrala. S& descompunem vectorii moment
rezultant M, si M, dupa directia vectorului rezultant si dupa o directie

normala la acesta (fig. 4.15). Se poate constata ci M, difera de M, prin

componenta normald la R deoarece s-a aratat ca |M é| = |M (')| .

I

Fig. 4.15.

Deoarece proiectia unui vector pe o directie oarecare este mai mica
decat norma lui, Tnseamna ca, daca ar exista un punct O, in care vectorul

moment rezultant M o, s@ aiba directia vectorului rezultant R, atunci
vectorul M, o, T avea cea mai micd norma, egala cu proiectia lui pe suportul
lui R . Daca se poate dovedi existenta unui astfel de punct, atunci el nu ar fi
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unic, ci vor exista mai multe puncte situate pe o dreapta paraleld cuR ce
trece prin O,, fata de care vectorul moment rezultant are norma cea mai
mica.

Un astfel de punct se poate gasi prin vectorul de pozitie 7 al punctului
O, fata de punctul O, vector cu originea in punctul fata de care s-a calculat
torsorul T,( F,) (fig. 4.16).

In baza relatiei (4.17) vectorul moment rezultant in O, este:

M,=M,+ O0OxR = M,-7, xR (4.20)
A scrie cd M, o, are valoare minima este achivalent cu a scrie cd el este

paralel cu vectorul R, deci, inmultind relatia (4.20) vectorial la stinga cu

R se obtine:

R xM,= RxM,—R x(
421)

 xR)=RxM,-7-R* + R -(7-R)=0

N
~

Asa cum anticipam, se constatd ca sunt mai multe solutii pentru 7; care
satisfac relatia (4.21) (suma a doi vectori oarecare trebuie sa ramana
constantd). Deoarece este suficientd o singurd solutie, se alege solutia
particulara care anuleazd produsul scalar 7 - R , deci acea solutie pentru care
vectorul 7; este perpendicular pe suportul lui R . Fie p vectorul pentru care

p -R =0. In acest caz relatia (4.21) devine:

R xM,-p-R* =0 (4.22)
din care rezulta:
_ RxM

Din (4.23) se deduce ca punctul cautat si identificat prin vectorul p
existd. Mai mult, se constata cap este normal nu numai pe R, ci si pe
planul format de R si M, si are sensul determinat de sensul pozitiv de
rotatie al produsului vectorial RxM o» definind astfel, in mod unic, un
punct O, fata de care vectorul moment rezultant are valoare minima:

- pr(l\Wo)R=M|0E'|R : (4.24)

8
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Celelalte puncte, in care vectorul moment rezultant are aceeasi valoare,

sunt situate pe o dreapta paralela cu R ce trece prin punctul O,. Aceata
dreapta poartd numele de axd centrald.

In orice punct al axei centrale torsorul are valoare minima. Asadar, axa
centrala poate fi definitd ca locul geometric al tuturor punctelor in care
torsorul unui sistem de forte imbraca forma minimala, adica:

R=>F
=1

o 425
Mo R R _Mo-R = (4.25)

Din expresiile (4.18) si (4.25) se constatd ca: daca scalarul torsorului
intr-un punct oarecare O este nul, in punctul O, de pe axa centrala vectorul
moment rezultant este nul.

4.4.2. Torsorul in raport cu un punct al unei singure forte
aplicata unui solid rigid

Fie forta F aplicatad unui solid rigid. Torsorul calculat in punctul O va

avea forma:

T,(F) (4.26)

{MO ~M,F

Deoarece M, F este perpendicular pe F scalarul torsorului este nul. In

acest caz axa centrala coincide cu suportul rezultantei R si in orice punct al
ei vectorul moment rezultant este nul.

4.4.3. Torsorul in raport cu un punct al unui cuplu de forte
aplicat unui solid rigid

Un cuplu de forte este definit de doud forte egale, de sensuri opuse care
au suporturile paralele, F' = —F" (fig. 4.17).In acest caz vectorul rezultant este nul:

R=F'+F"=0. (4.27)
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Fig. 4.17.

Vectorul moment rezultant calculat in punctul O este (fig. 4.17):
M,=M,F'+ M F"=F'xF'+7"xF"=7'xF'+7"x(-F") =
=(F'-F")xF'=P,P xF'. (4.28)

Se constatd ca vectorul moment rezultant al unui cuplu de forte nu
depinde de punctul in raport cu care acesta se calculeaza. El este un vector

liber, normal pe planul format de P,P, si F', adica pe planul cuplului, si are
sensul astfel incat un om orientat dupa M, si vada sensul de rotatie aparent

al cuplului ca roteste In sensul pozitiv ales. Norma vectorului moment
rezultant este:

M| =[P,R|-|F|-sin(P,P,F") = d |F’

, (4.29)

unde d este bratul cuplului si reprezinta distanta dintre suporturile fortelor
cuplului.

4.4.4. Expresii analitice privind torsorul unui sistem de forte

Se considera sistemul trirectangular de referinta Oxyz, cu versorii i, j,
k (fig. 4.18), fatd de care fortele F, aplicate unui solid rigid au proiectiile
(F,, F,, F,), iar punctele lor de aplicatie au coordonatele (x, y, z,). in
aceasta situatie torsorul sistemului de forta (F,) calculat in raport cu
originea O a sistemului de referinta (fig. 4.18) va avea urmatoarea forma:
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To( F}) A70=ZMOE=ZFXF= (4.30)

—lZ(y, =2 ,y)+JZ(Z, X ,Z)+kZ(X, W= ViF)

P(x,y,2)
F(F L E)

1(L1;M1;N1)

F0,(x,y02)

Fig. 4.18.

Asadar, cei doi vectori rezultanti ce alcatuiesc torsorul au urmatoarele

componente:
— vectorul R :
X=YF,; Y=)F, ; Z=YF,; (4.31)
i=1 i=1 i=1
— vectorul M, :
L: Z(ylEZ 1 lV) M Z(Zz ix xlF:Z) N Z(xz v (4 32)
i=1

Scalarul torsorului va avea expresia:
M,-R =M, R =LX+MY+NZ=LX+MY+NZ  (4.33)

din care cauza el mai este denumit si trinom invariant.
Proiectia vectorului moment rezultant M, pe directia lui R etse:

M-R _ LX+MY+NZ
| VX2 472+ 2
58
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Vectorul moment rezultant, care are norma minima, se determind cu
expresia:

. MR -~ LX+MY+NZ
Mo=—3R=—"3—"5 "+
: R X +Y " +7

(iX+ jY+ k2 (4.35)

iar proiectiile sale pe axele sistemului de referinta sunt:

LX + MY + NZ
L= 2 2 X
X +Y " +7
LX + MY+ NZ
M, = > > > Y; (4.36)
X +Y" +Z7
LX+ MY+ NZ
N, = 2 2 2
X +Y " +Z7

In baza relatiei (4.20) componentele L,, M,, N, mai pot fi scrise si astfel:
Li=L-(pZ-zY); Mi=M—-(zX—-x2); Ny=N-(xY—-yX). (4.37)

Din conditia de paralelism intre vectorul moment rezultant A, 0, S
vectorul rezultant R rezulta ecuatiile analitice ale axei centrale:

Lo_M _N

X Y VA
sau, sub altad forma

L—(yZ-zY) L—(zX-xZ) N-(xY-yX)
X Y VA

Cele doua ecuatii liniare in (x, y, z) in care (X, Y, Z) si (L, M, N) sunt
marimi cunoscute, reprezinta ecuatiile axei centrale.

(4.38)

4.4.5. Invarianta torsorului unui sistem de forte in raport cu
operatiile elementare de echivalenta

In baza proprietatilor momentului unei forte in raport cu un punct (v.par.
4.2), se poate dovedi usor ca aplicand operatiile elementare de echivalenta
torsorului unui sistem de forte, (v. relatia (4.1)) efectul sau mecanic nu se
modifica.

a) Introducerea (sau scoaterea) unor perechi de forte egale si direct opuse
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intr-un sistem de forte aplicate unui solid rigid nu modificd vectorul
rezultant, deoarece suma fortelor egale si direct opuse este nula, si nici
vectorul moment rezultant nu se modifica intrucat momentele a doua forte
egale si direct opuse sunt egale si direct opuse (v. proprietatea d din cadrul
parag. 4.2.1).

b) Alunecarea unei forte, din cadrul unui sistem de forte aplicat unui
solid rigid, pe suportul sau nu modifica nici vectorul rezultant si nici
vectorul moment rezultant, deoarece momentul fortei respective nu se
modifica (v. proprietatea b din cadrul parag. 4.2.1).

¢) Inlocuirea unor forte ce au suporturile concurente cu rezultanta lor sau
inlocuirea unor forte cu componentele acestora dupa directii concurente cu
suporturile lor, nu modifica vectorul rezultant, in baza proprietatilor de
distributivitate, respectiv asociativitate ale sumei vectoriale. Nici vectorul
moment rezultant nu se schimba 1n baza teoremei lui Varignon (v.
proprietatea e din cadrul parag. 4.2.1).

Rezultd ca torsorul unui sistem de forte este un invariant fata de
operatiile elementare de echivalenta.
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4.5. RECUNOASTEREA EFECTULUI MECANIC AL UNUI
SISTEM DE FORTE APLICATE UNUI SOLID RIGID
CU AJUTORUL TORSORULUI

Pentru a putea folosi torsorul unui sistem de forte aplicate unui solid
rigid in aprecierea efectului mecanic al acestora, vom enunta, mai intai,
patru leme si doua teoreme.

In baza principiului rigiditatii, doua forte egale si direct opuse, aplicate
unui solid rigid, au efect mecanic nul. Ele formeaza un sistem nul deoarece
vectorul rezultant este nul, suma lor fiind egala cu zero si, de asemenea,
vectorul moment rezultant este nul in baza proprietitii d) a momentului unei
forte 1n raport cu un punct. Rezultd ca orice sistem de forte care poate fi
redus, prin operatii elementare de echivalentd la doud forte egale si direct
opuse este un sistem nul. De aici se deduc lemele si teoremele de mai jos.

Lema 1. Orice sistem nul are torsorul nul intr-un punct.

Lema 2. Dacd un sistem de forte are torsorul nul intr-un punct, el are
torsorul nul in oricare alt punct (in baza proprietatilor torsorului unui
sistem de forte aplicate unui solid rigid ( vezi par. 4.4.1, a).

Pe baza celor doua leme rezulta:

Teorema 1. Conditia necesard si suficientd ca un sistem de forte aplicate
unui solid rigid sd formeze un sistem nul este ca torsorul acestuia sd fie nul
intr-un punct.

T,(F) = (4.39)

Lema 3. Sistemele de forte care au acelasi torsor intr-un punct, au
acelasi torsor in oricare alt punct.

Dacd, in punctul O cele doua sisteme de forte (F,) si (IEJ-) au acelasi
torsor, adica:

R =Rsi M, =M,

rezulta ca in O’ ele vor avea:
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R =Rsi M, =M, (4.40)

deoarece vectorul rezultant este un invariant in raport cu punctul fata de care
se calculeaza torsorul, iar vectorul moment rezultant variaza dupa legea
(4.17).
Lema 4. Sistemele de forte echivalente au acelasi torsor intr-un punct.
Aceasta lema este evidenta avand in vedere invarianta torsorului unui
sistem de forte aplicate unui solid rigid, in raport cu operatiile elementare de
echivalenta.

Teorema 2. Conditia necesard si suficientd ca doud sisteme de forte,
aplicate independent unui solid rigid, sd fie echivalente este ca ele sd aibd
acelasi torsor intr-un punct.

Aceasta teorema, numita si teorema de echivalentd, este reciproca lemei
4 si este valabila in cazul unui sistem de forte aplicate unui solid rigid.

Efectul mecanic al unui sistem de forte aplicate unui solid rigid va fi cu
atat mai usor de recunoscut cu cét sistemul de forte este mai simplu (are un
numdr mai mic de forte). Deci, In baza teoremei de echivalenta, este
suficient sa gasim un sistem de forte care sa aiba acelasi torsor intr-un punct
cu sistemul de forte dat, dar care sa fie cat mai simplu posibil, pentru ca sa
putem evidentia efectul mecanic.

Determinarea sistemelor de forte echivalente cu sistemul de forte dat se
va face cu ajutorul torsorului, care se dovedeste a fi un operator ce se aplica
sistemelor de forte. S-a aratat ca, cel mai simplu sistem de forte este alcatuit
din doua forte egale si direct opuse, efectul lor mecanic fiind nul.

a) Sa presupunem ca am calculat torsorul sistemului de forte dat ( F)) in

punctul O si am obtinut urméatorul torsor:

=

T,(F) =1 (4.41)

In acest caz sistemul de forte dat este echivalent cu un sistem format din
doua forte egale si direct opuse al caror efect mecanic este nul. Se spune ca
sistemul de forte dat ( F)) se afla in echilibru sau, nu atat de riguros, solidul

rigid actionat de sistemul de forte (F,), este in echilibru. In consecinta,
sistemul de forte ( F,) are efect mecanic nul asupra solidului rigid.

b) Daca torsorul sistemului de forte ( F,), calculat in raport cu punctul O
este:
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T,(F) = (4.42)

atunci sistemul de forte dat (F,) este echivalent cu o singura forta F,cu
suportul trecand prin punctul O, cu marimea scalarda, sensul si directia
aceleasi cu ale vectorului rezultant R , adica F=R (fig. 4.19).

¢) Daca torsorul sistemului de forte ( F,), calculat in raport cu punctul O
este:

T,(F) = (4.43)

atunci sistemul de forte dat ( F,) este echivalent cu un cuplu al cirui moment
este egal cu (M) alcituit din doua forte F si F' (F =—F") situate intr-un
plan perpendicular pe suportul lui M, la distanta d = |]\7 0| /F (fig. 4.20).

Observatie. Asa cum s-a aratat in paragraful 4.4.3 momentul rezultant al
unui cuplu de forte (doua forte egale ca marime, de sensuri contrare si cu
suporturile paralele) nu depinde de punctul in raport cu care el se calculeaza:
este un vector liber, perpendicular pe planul definit de cuplu de forte, avand
sensul astfel incat sensul aparent de rotire al cuplului de forte sa se vada, de
pe momentul rezultant, in sensul pozitiv ales. Marimea scalara a vectorului
rezultant este egald cu produsul dintre norma fortei si bratul cuplului
(distanta dintre suporturile fortelor cuplului).
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e Cailll e
0,
Fig. 421. Fig. 4.2,

d) Daca, in caz general:

T,(F) - (4.44)

d,) Scalarul torsorului este nul: R -M,= 0, ceeace ne arata ca R 1 M,
si deci pr(M, )R =0, norma minima a vectorului rezultant M o, (unde O,
este un punct ce apartine axei centrale) fiind n acest caz, nula:
— M-R
M, | = ==~ =0. (4.45)
IR
In consecinta, se spune ca sistemul de forte dat (F,) este echivalent cu o

forta F (=R) al carui suport este axa centrala (fig. 4.21).

d,) Daca insa R-M # 0 avem cazul general cand sistemul de forte dat (
F)) este echivalent cu o forta F (=R) (fig. 4.21) care are ca suport axa
centrald si cu un cuplu de forte dirijat de asemenea, dupa axa centrala,
format din doua forte Fsi F' (F=—F") situate intr-un plan perpendicular
pe axa centrala la departarea d = |A7 0|/IE una fata de alta.

Aplicatii
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A.4.1. Fie forta F aplicata in punctul 4 cu marimea F = PJ6 (fig.
4.23). Se cere si se determine: a) momentul fortei F in raport cu punctul O;
b) momentul fortei F in raport cu axa A.

a) Momentul fortei F in raport cu punctul O.
Pentru determinarea componentelor fortei F pe axele sistemului de
referinta se procedeaza astfel:

_ AD  (0—a)i+(0—-2a)j+(a—0)k
F =F = =
AD Va* +4d* +a°

_ pg — —2aj + ak _

B a6

—-Pi-2Pj +Pk.
Conform definitiei (4.1) :

ﬂ;ﬁ =7rxF = a
_ _ _ B(O,2a,0i
i j k 7 ----- A -
=|a 2a 0 = A(a,2a,0)
-P -2P P
=2Pai_—Pa]_' Fig. 4.23.

deoarece 7=(a—0)i+Q2a—-0)j+ (0-0)k=ai +2a.
Marimea scalara a momentului %, F este: | AL, F | = Pa~/5.

b) Momentul fortei F in raport cu axa A.
Pentru aceasta se alege un punct de pe axa A. Fie acesta punctul B
identificat de vectorul de pozitie 7'.

Versorul & al axei A are urmatorii cosinusi directori: (% ,— % ,%)

deoarece:

5-1. BC _ (a—0)i +(0—2a)]+(a—0)k:L(i- 2740,
BC \/aerr4arz+ar2 \/g

Conform definitiei (4.11) si deoarece 7' = ai rezulta:
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1 2 1

. Ne & s
HMAF =8-(F'xF)=|a

0
-P 2P P

(o)}
(o)}

Pa

4
J6

A.4.2. Fie sistemul de forte din figura 4.24 cu F, = P6 ; Fy= P2 ,
F, = P. Sa se determine: a) torsorul in raport cu originea sistemului de
referintd; b) torsorul in raport cu punctul 4; ¢) torsorul minim; d) ecuatia
axei centrale; e) echivalenta sistemului de forte.

a) Pentru a calcula vectorul rezultant R trebuie mai intai sa determinam
proiectiile fortelor F, (i=1, 2, 3) pe axele sistemului de referinta. Astfel:

F =FE—P\/E (a—0)i +(2a-0)j+(a—-0)k _P7 2P - Pk

===
|EB| Ja* +4d* +d*
F.=-F,j=—P —
B § 7
F,=F, = T 1 C(0,2a,a)
BC A /|a
I_é'\ (a/Qa,a)
0-a)i 0)k Y a0 =17 =7
_p \/5 (0—a)i 2+ ( az— ) _ 1;_*3 . /:_ngajo) R -
Va* +a X . D(a,0,0) =
B _FER)
=—Pi +Pk; |
Aplicand prima relatie din Flg. 4.24.
(4.30) rezultd: R=P .
Conform relatiei (4.1) se obtine:
i j ok
M,F =7FxF =0BxF =|la 2a 0|=-2Pai+Paj;
P 2P -P
i j k
M,F,=7xF, =0CxF,=|0 2a a|=2Pai—Paj +2Pak ;
-P 0 P
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ik
MyF,= i,xF, =ODxF,=|la 0 0| =-Pak;
0 -P 0

Prin aplicarea celei de a doua relatii din (4.30) rezulta: M, = Pak . Deci
torsorul sistemului de forte dat, calculat fata de punctul O, are expresia:

_(R=PF
TAF){ = 7
M, = Pak

vectorii R si M, fiind reprezentati in figura 4.24.

b) Pentru a calcula T, (F,) trebuie sd calculam decat M ,, deoarece
vectorul rezultant este un invariant fatd de punctul in raport cu care se
calculeaza torsorul.

Pentru calculul lui M, se aplica relatia (4.17) si se obtine:

i ]k

M,=M,+ AO xR =Pak +|-a -2a —a|=Pak +Pai — Pak =
o P 0
Pai .

¢) Aplicand relatia (4.25) se obtine:

R=Pj

TO,(F;){M :0

deoarece produsul M,-R =0.
d)Avand in vedere ca: X =0, Y=P, Z=0; L =0, M =0, N = Pa,
aplicand relatia (4.38) se obtine:
zP 0 _ Pa—xP
0 0 0
care conduce la urmatoarele ecuatii z = 0 si x = @. Rezulta ca axa centrala
este o dreapta cuprinsd in planul Oxy (z = 0) si paralela cu axa Oy ce trece

prin punctul D(a, 0, 0) (este normal, deoarece R este dirijat dupa Oy, iar
axa centrali este, prin definitie paraleld cu R ) (fig.4.24).
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e) In urma determinarii torsorului in raport cu punctul O s-a constatat ca
R# 0 si M,# 0. In acestd situatie suntem in cazul d), relatia (4.44).

Deoarece M, o+ R =0, rezulta ca sistemul este echivalent cu o forta F (=R)

al carui suport este axa centrala ( vezi fig. 4.24).

Teste
T.4.1. Daca intr-un sistem de forte ( F,) ce actioneaza asupra unui solid

rigid se introduc doua forte egale ca marime, paralele si de sensuri contrare

atunci:
a) noul sistem de forte are efect mecanic nul;
b) noul sistem de forte are acelasi efect mecanic cu cel initial;
¢) noul sistem de forte are efect mecanic diferit de cel initial;
d) noul sistem de forte are torsorul nul.

T.4.2. Daca fortele din figura 425 au F, =F,=P6 si JF = =
2Pai — Pak atunci:
a) M, F, = —Pai —2Paj; b) M, F, = 2Pai — Pak ;
c) W, F, = —2Pai +Pak ; d) J,F, =0.
T.4.3. Dacid forta din figura 4.26 este F = —2Pi — Pj —3Pk atunci
momentul sau 1n raport cu punctul 4 este:
a) M, F =0; by JW,F = 6Pai +3Paj-3Pak ;
¢) J,F = 6Pai +3Paj-Pak; d) J,F =—3Pai +6Paj.
~ T.4.4.Forta F din figura (3) 4.27 are expresia F = P10 7 - P10
j - Momentul acestei forte in raport cu dreapta A este:
a) J\F =-2Pa; b) JWUAF =3Pa;
c) TUNF =—4Pa; d) TUNF =-3Pa.
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et

—
N
N

i 2a F : 3a
! . y S y
\\ LT T
- a . AL 2a
x/ 4 ’ X a
Fig. 4.25. Fig. 4.26.
T.4.5. Torsorul sistemului de forte din figura 4.28 calculat in raport cu
o . . —\J R =—Pi+2P]
originea sistemului de referinta este: 7, (E — _ 7. Axacentrala a
M, =2Pak
acestui sistem de forte trece prin punctul de coordonate:
a)(a,2a,0); b) (a,2a,-a);
C)(_aaza’a); d)(a’?)aa_a)'
z
F
@
i 3a
o y
fj_l_.!-ll'.-_- ————— —J
-~ PG e
a i - X
e \g[—L o, = 1 -
VIO 10
Fig. 4 27. Fig. 4.23.

T.4.6. Un sistem de forte ( F, ) aplicat unui solid rigid are efect mecanic nul daca:

a) vectorul rezultant R = 0;
b) torsorul sistemului de forte ( F;) nu este nul intr-un punct;
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) M,=0;
d) torsorul sistemului de forte ( F,) este nul intr-un punct.
T.4.7. Doua sisteme de forte (F,) si (17]. ) aplicate independent unui

solid rigid sunt echivalente din punct de vedere mecanic daca:
a) au acelasi vector rezultant R ;
b) au torsoarele egale;
¢) au, 1n acelasi punct, torsoarele egale;
d) au acelasi vector moment rezultant M, ;

T.4.8. Torsorul unui sistem de forte ( F,) aplicat unui solid rigid calculat
in raport cu originea sistemului de referintd are expresia:

_\|JR=0 _
T, (F,. — _. Cu cine este echivalent sistemul de forte ( })?
M, =2Pai
a) cu doua forte de marime F '=F "= P situate intr-un plan

perpendicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fatd de alta si al caror sens
de rotatia, in raport cu axa Ox este pozitiv;

b) cu doua forte de marime F '=F "'= 2P situate intr-un plan perpen-
dicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fata de alta si al caror sens de
rotatia, in raport cu axa Ox este pozitiv;

¢) cu doua forte de marime F ' = F "' = 2P situate intr-un plan perpen-
dicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fatd de alta si al caror sens de
rotatia, in raport cu axa Ox este negativ;

d) cu doua forte de marime F ' = F "' = P situate intr-un plan perpen-
dicular pe axa Ox, la distanta d = 2a una fatd de alta si al caror sens de
rotatia, in raport cu axa Ox este negativ.

T.4.9. Torsorul unui sistem de forte ( F,) aplicat unui solid rigid calculat
in raport cu punctul B de coordonate (a, 0, 2a) are expresia:

1

_[R=2P] ' , _
T B(F. — _. Torsorul sistemului de forte (F;) in punctul C de

M, =—Pak
coordonate (0, a, 0) are forma:
_\[R=2P] _\[R=2P]
oT.FEN- " omnENL
M, =—-4Paj +3Pak M, =4Pai +3Pak
_\[R=2P; _\|R =2Pj
o) T.(F X s T (FR N
M , =—4Paj —3Pak M, =4Pai —3Pak
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4.6. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE FORTE APLICATE
SOLIDULUI RIGID

S-a aratat ca, pentru ca un sistem de forte aplicate unui solid rigid sa
aiba efect mecanic nul este suficient ca torsorul lui intr-un punct sa fie nul
(4.39).

Proiectand relatiile (4.39) pe axele unui sistem de referinta (fig. 4.29) se
obtin conditiile scalare de echilibru sub forma:

X = 3 F;\' = 0 ; L = 3 M ox F;
P(x,Y:2;) 0 ; v ’Z'
Fi (Fix’ Fiy’ iZ) ’ n n _
D RV S
i=1

i=1
Y 0:

R=0 o ,
MO:O ZZ;EZZO’ N:ZMOZF_;

i=1
Fig. 4.29. 0;

(4.46)

care reprezinta trei conditii, privind proiectiile fortelor pe axele sistemului
de referintd si trei conditii privind momentele fortelor in raport cu aceleasi
axe ale sistemului de referinta.

Rezulta ca in cazul general al unui solid rigid actionat de un sistem de
forte (F,) conditia de echilibru se exprima prin trei ecuatii de proiectie si
trei ecuatii de moment n raport cu axele sistemului de referinta ales.

4.7. SISTEME PARTICULARE DE FORTE

4.7.1. Sisteme de forte coplanare

Atunci cand toate fortele care alcatuiesc sistemul de forte au suporturile
cuprinse intr-un plan ele alcatuiesc un sistem de forte coplanare (fig. 4.30, a).
Se poate observa, ca daca, se alege in mod convenabil punctul O, in
raport cu care se calculeaza torsorul, de exemplu in planul fortelor, atunci
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vectorul moment rezultant M, este intotdeauna perpendicular pe vectorul

rezultant R, care este cuprins in planul fortelor. Acest lucru se datoreaza
faptului ca fortele F, nu dau moment in raport cu o axa cuprinsa in planul
fortelor, suporturile lor ori intersectdnd axa, ori fiind paralele cu ea.

Rezulta ca, in cazul general , cAnd R #0 si M, o # 0, sistemul de forte dat

(F,) este echivalent cu o singura forta IE(:E) dirijata dupa axa centrala,
deoarece M,-R =0.

e F(FF0)
P i(xin i 0) y

a) b)
Fig. 4.30.

In rest, celelate cazuri de reducere ale unui sistem de forte sunt identice
cu cazurile a), b), c), de la paragraful 4.5. Se mentioneaza numai ca in cazul
b), R=0si M,# 0, cele doua forte Fsi F' (F=-F"), ce alcatuiesc
cuplul de forte, au suporturile cuprinse in planul fortelor ( ) la departarea d
= M,/F.

Din punct de vedere analitic, alegand in mod convenabil sistemul de
referintd cu axele Ox si Oy in planul fortelor, cotele z; ale punctelor de
aplicatie P; sunt nule, ca de altfel si proiectiile F, ale oricarei forte pe axa
Oz (fig. 4.30, b).

In consecinta :

_ (R=xXi+Y]
T(F)— (4.47)
M, = Nk
in care:
X=>F,; Y=)F,;  N=)Y(xF,-yF,) (4.48)
i=1

i=1 i=1

Ecuatiile axei centrale (4.38) vor capata forma:
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z¥ —zX _N-(xY-yX)

b

X Y 0
de unde rezulta:
z=0
(4.49)
N—-(xY—-yx)=0

Relatiile (4.49) dovedesc, si pe cale analiticd, cd axa centrala este o
dreapta cuprinsa in planul Oxy, planul fortelor.

Conditiile de echilibru (4.46) pentru un sistem de forte coplanar capata
forma:

X= ZF =0;
i=1

y=3F, =0; (4.50)
i=1

N: i(xiF'iy _yzEx) = 0’
i=1

fiind exprimate prin doua ecuatii de proiectic pe douda axe perpendiculare
intre ele si cuprinse in planul fortelor si o ecuatie de moment in raport cu o
axa perpendiculara pe planul fortelor.

Conditiile de echilibru mai pot fi scrise si astfel;

— doua ecuatii de moment in raport cu doua axe perpendiculare pe planul
fortelor si o ecuatie de proiectie pe axa ce uneste punctele In care acestea
inteapa planul fortelor;

— ftrei ecuatii de moment in raport cu ftrei axe, necoplanare,
perpendiculare pe planul fortelor .

4.7.2. Sisteme de fote paralele

Atunci cind toate fortele ce alcatuiesc sistemul de forte dat (F,) au

suporturile paralele intre ele, ele alcétuiesc un sistem de forte paralele (fig.
4.31).

Daca i este versorul directiei fortelor, se poate scrie F,=F,it si in
consecinta:
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T, F) = = 4.51)

Rezulta de aici ca M, este perpendicular pe u# si deci perpendicular pe
R, adici: M,-R = 0, ceea ce
face ca in cazul general cand: R
#0 si M, # 0, sistemul de forte

dat sa fie echivalent cu o forta F

(=R) dirijata dupa axa centrala.
Pentru a determina axa
centrald, etse suficient a
identifica un punct de pe ea,
stiind ¢34 axa centrala este
Fig. 4.31. paralela cu R. Plecand de la
relatia (4.20), in cazul sistemului

de forte paralele M o, = 0 si tinnd seama de (4.51) se obtine:

=[DFF -7 Y. F1xu =0 (4.52)

Solutia particulara p, pentru 7, este cea care anuleazd vectorul din
paranteza patrata, adica:

p= (4.53)

Vectorul p defineste un punct C care apartine axei centrale, denumit

centrul fortelor paralele si care are urmatoarele proprietati:
a) nu depinde de directia u a fortelor paralele;

b) depinde de 7, deci de punctele de aplicatie P, ale fortelor F, (pozitia
centrului C se schimba daca fortele F, luneca pe suportul lor);
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¢) nu depinde de raportul dintre marimile fortelor, raméane acelasi daca
fortele scad sau cresc in intensitate in acelasi raport.

Proprietatile a) si b) 1i confera punctului C urmatoarea proprietate: daca
toate fortele F, se rotesc in acelasi sens cu acelasi unghi, punctul C nu-si
schimba pozitia, iar axa centrald se roteste in jurul lui cu acelasi unghi si in
acelasi sens cu rotirea fortelor F, (fig. 4.32).

Din aceasta cauzd, punctul C este denumit uneori (impropriu)
“punctul de aplicatie al rezultantei R ”.

— i Y
M (L, M,0)

1axa centrala

Fig. 4.32. Fig. 4.33.

Un sistem de forte paralele poate fi echivalenrt cu:

a) un sistem nul, dacaR=0si M,=0;

b) o forta F (=R ) aplicata in punctul O dacaR # 0 si M, = 0;

¢) un cuplu format din doua forte Fsi F' (F=—F"), situate intr-un
plan perpendicular pe directia lui M, , la departarea d = |A7 ol/ F,daca R=0
si M, #0;

d) cu o forta F (=R) dirijata dupa axa centrala, in cazul general cand
R#0si M,#0, deoarece, dupa cum s-a ardtat M, R =0.

Pentru exprimarea analiticd a torsorului T,(F,) se alege in mod
convenabil sistemul de referinta astfel ca u || k (fig. 4.33). Se obtine:

R=YF =k} F
| T T n .54
Mo :Z MOF;‘ :;Z(%F;)_J_Z(XIF:)
i=1 i1 i=1
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Rezulta deci:
X=0; Y=0; Z=>F;
i=l
n " (4.55)
L=YyF; M=YxF,; N=0.

i=1 i=1

Dacd p=x.i+y.j+z.k, prin proiectarea relatiei (4.53) pe axele
sistemului de referinta Oxyz (fig. 4.33) se obtin coordonatele punctului C:

n
PRy
— _i=l .

Xc=

n

iyiE' zZiF;'
_ il

v P oze=L—. (4.56)

> >F >F
i=1 i=1 i=1

Prin definitie produsul dintre intensitatea unei forte si distanta de la
punctul ei de aplicatie la un plan dat, se numeste moment static al fortei n
raport cuacel plan.

Teorema momentelor statice. Suma momentelor statice fata de un plan
oarecare a fortelor unui sistem de forte paralele este egala cu momentul
static — fatd de acelasi plan — al fortei echivalente, consideratd ca o forta
efectiv aplicata in centrul fortelor paralele. In baza relatiilor (4.56) se poate
scrie:

ixiF;‘ =XcF 5 Zn:yiE =YcF 5 iZiFi =2ZcF . (4.57)
i1

i=1 i=1

In relatiile (4.57) produsele: x,F,, y,F, zF, reprezinti momentele statice

I

ale fortei F, in raport cu planul yOz, zOx, respectiv xOy, iar F (:R:ZE. )
i=1
reprezinta intensitatea fortei echivalente.
Conditia de echilibru pentru un sistem de forte paralele este exprimata
printr-o ecuatie de proiectie si doua ecuatii de moment:

Z=F=0, L=YyF=0, M=YxF=0. (4.58)
i=1 i=1 i=1

In cadrul sistemelor de forte aplicate solidului rigid, sistemele de forte
paralele reprezinta un caz particular de forte, foarte des intélnit in practica.
Modelarea cea mai des intalnita a unui sistem de forte paralele o reprezinta
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cazul sistemului de forte generate asupra unui solid rigid de atractia
exercitata de catre pamant asupra acestuia.

4.8. CENTRE DE GREUTATE

Fie un sistem discret de puncte materiale situate la suprafata paméantului.
Asupra fiecarui punct va actiona forta de atractie a pamantului. Daca
domeniul in care se afla punctele materiale are dimensiuni mici in
comparatie cu cele ale pamantului atunci se poate considera ca toate fortele
de greutate (fortele de atractie exercitate de pamant) formeaza un sistem de
forte paralele (fig. 4.34).

Prin definitie centrul de
greutate al sistemului de puncte
materiale prezentat  anterior
este considerat a fi identic cu
centrul fortelor paralele
provenite din fortele de
greutate.

In consecinta, pozitia lui,
data de wvectorul p, se
determina cu relatia (4.53).

Fig. 4.34. Deoarece s-a pus conditia
ca domeniul in care sunt
dispuse punctele materiale sa fie restrdns ca dimensiuni, acceleratia

gravifica poate fi considerati ca fiind constantd si deci G,=m, g .
Rezulta:

n n n n
275G Y Emg Y Em Y Em,
= _ =l _ =l _ =l

5: i=1

i G, Zn: mg i m, M
i=1 i=1 =

, (4.59)

in care: M= Zmi reprezinta masa totala a sistemului de puncte materiale.
i=1
Analitic, coordonatele centrului de greutate fata de un sistem de referinta
trirectangular se determina cu relatiile:
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n n
inmi Zyimi Zzimi
' i=1

xXp=H— = z.=
¢ M Y M ¢ M

(4.60)

Din relatiile (4.59) si
(4.60) si avand in vedere
proprietatile centrului
fortelor paralele, rezultd
urmatoarele observatii:

— centrul de greutate al
unui sistem de puncte
materiale este un centru de
masd, intrucdt pozitia sa nu
depinde de  intensitatea
acceleratiei gravitationale (v.
relatia (4.59));

— daca sistemul de puncte materiale se considera “inghetat” sau este un
sistem rigid, pozitia centrului de greutate a acestuia ramane neschimbata
fata de un reper solidar legat de sistemul de puncte materiale (fig. 4.35). S-a
aratat ca daca toate fortele, ce alcatuiesc sistemul de forte paralele, se rotesc,
in jurul punctelor lor de aplicatie, in acelasi sens si cu acelasi unghi atunci
pozitia centrului fortelor paralele nu se modifica in raport cu un sistem de
referita solidar legat de solidul rigid.

Fig. 4.35.

4.8.1. Centrul de greutate al unui solid rigid

In cazul unui solid rigid definit ca un continuum, vectorul p este dat de
relatia (4.53) prin trecere la limita (fig. 4.36):

j?dm '[de
p= (Dfd = (4.61)
m
(D)

Coordonatele punctului C sunt date, in acest caz de relatiile:

J.xdm _[ydm _[de
S . S “62)

b

M M M
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in care (x, y, z) reprezinta coordonatele unui punct curent P de masa dm al
solidului rigid.

Fig. 4.36. Fig. 4.37.

Din cele prezentate rezulta ca centrul de greutate al unui solid rigid este
o caracteristica fizico-geometrica a acestuia, el depinzand de configuratia lui
geometricad, precum si de distributia masei 1n aceasta configuratie.

Cazuri particulare. a) Daca domeniul (D) poate fi impartit in »
subdomenii (D)), pentru care se cunosc masele M, si centrele de greutate ale
lor, C, prin vectorii de pozitie p,, pozitia centrului de masa al domeniului

(D) se determina cu relatia (fig. 4.37):

- _ M, Y pM,
5= oM, +p,M,+...+p,M, +... _ o = (4.63)
M +M,+...+M, +... c M, M
i=1
deoarece, n baza relatiei (4.61) :
[Fdm — [rdm
— _ (D) (D)
p, = = . (4.64)
Idm M

(D)

Pe baza relatiilor (4.63) se determina coordonatele centrului de masa al

rigidului (D):
ZxciMi zyciMi chiMi
xo= = L= L L zp= -

- m (4.65)
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b) Daca corpul prezinta un plan de simetrie fizico-geometrica, centrul de
greutate al corpului se afla in acel plan (fig. 4.38):

J.zdm Izdm+ J.(—Z)dm
TRl S SR (4.66)

In mod analog:

— cand corpul admite doua plane de
simetrie, adica o axa de simetrie,
centrul de greutate se afla pe acea axa;

— cand corpul admite doua axe de
simetrie, centrul de greutate se afla la
intersectia celor doua axe.

¢) Daca corpul este omogen, adica

Fig. 4.38. masa specificd medie (densitatea
medie) y este aceeasi in tot domeniul
ocupat de corp V, atunci dm = ydV:

- £)77de (i)de (l)de
P= [rar ~ Jar — v (4.67)
(D) )

d) Daca corpul are doua dimensiuni cu mult mai mari decét a treia,

atunci el este identificat ca placd. Daca placa este omogena atunci dm=y,d4
Si:

j Frsdd  [rdd [Fda

= (D) 4 )

p= = = : (4.68)
frar  Jar
(D) (4)

unde A4 este suprafata totald a placii, iar y, — masa specifica superficiala
(densitatea superficiala).

e) Daca corpul are o dimensiune cu mult mai mare decat celelalte doua,
atunci el este identificat ca hard. Daca bara este omogena dm = v,d/ si:
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j Pyl [rd [Fat

= (D) (L) (L)
= = = , (4.69)
P [v a0 Ja L
(D) (L)

unde L este lungimea totalda a barei, iar y, — masa specificd liniara
(densitatea liniara).

Aplicatii.
A.4.3. Sa se determine centrul de greutate al unei bare omogene sub

forma de arc de cerc cu raza R, cu un unghi la centru 2a (fig. 4.39).
Bara omogena admite o axa de simetrie si deci, centrul de greutate se va
afla pe acea axa (fig. 4.39). In conformitate cu sistemul de referinta ales, va

trebui calculata numai coordonata y.. Alegand ca parametru unghiul 0, se
paote vedea usor ca d/ = RdO si y = RcosO. Aplicand relatia (4.69) se obtine:

Iydl _TRCOSG -RdO

sin 0| i
Yo=H— = e =R a'-a - p1 (4.70)
Ja [ rdo o, “
(L) -
Y B
Lo
Ye & [ ¥
1
a
Fig. 4 39. Fig. 4.40.

A.4.4. Sa se determine centrul de greutate al unei placi plane omogene
sub forma unui sector de cerc de raza R si unghi la centru 2a (fig.4.40).

Adoptand sistemul de referintd din figura 4.40 si ca parametri unghiul 0
si raza r se poate scrie: d4 =rdrd6 si y == rcos 6.

In aceasta situatie :
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r*cos0ddr

¢
[da
)

c=

Jraa |
= 4.71)

g8 o
o
w2
@
=]
R

R
Irzdedr
0

A.4.5. Sa se determine centrul de greutate al placii plane omogene
prezentate 1n figura 4.41.

Se alege sistemul de referintd din figura 4.41 si se Tmparte suprafata
placii in subdomenii pentru care se cunoaste pozitia centrului de greutate.
Astfel, pentru sectorul circular distanta OC, se determina cu relatia (4.71):

. T
Sin —

0 - 244 4av2
vk 3 L 3n

b

4

at centrul de greutate C,, al patratului,
C se afla la intersectia diagonalelor,
G 2 iar centrul de greutate C,, al
triunghiului se afla la o treime de

baza si doud treimi de varf .
<% 2a Aplicind relatiile (4.63), in
cazul placilor plane omogene,
Fig.4.41. coordonatele centrului de greutate

C se calculeaza cu relatiile:

inAi
— i=1

n n
ZyiAi ZZiAi
_ . _ =l Lo =l
Xc s Vo= s Zc= -

ITED WD
i=1 i=1 i=1

In cazul problemei date, n = 3. Pentru usurinta calculului se lucreaza

Q
V.

\
Y

(a)

Subdomeniu X; Y, A, XA, VA,

o 4a 4a na’ a’ a’

3n 3n 4 3 3

G, a a 4a’ 4a’ 4q°

C 2 3 3

’ 2a+ E ﬁ a4 2a3+ a_ 2i

3 3 3 3
6a’ 1
Z (5- kil ) a’ 4 3 a
4 3
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tabelar:
Efectuand sumele (a) se obtine:
13 ;
s it
X = 6+=1,42a; yC=3—n= 1,03¢; z.=0.
5—-)a’ 5--)a’
( 4)a ( 4)

Teste.

T.4.10. Daca toate fortele F, din cadrul sistemului de forte oarecare ( F,

) aplicate unui solid rigid sunt rotite in jurul punctelor lor de aplicatie in
acelasi sens si cu acelasi unghi, atunci:

a) torsorul sistemului de forte (F,) este minimal;
b) torsorul sistemului de forte ( F,) nu se modifica;
¢) torsorul sistemului de forte (E ) se modifica;
d) torsorul sistemului de forte (F,) este nul;
T.4.11. Vectorul p, care defineste centrul fortelor paralele, are urmatoarele
proprietati:
a) nu se modificd dacad fortele F,, ce alcatuiesc sistemul de forte

paralele, luneca pe suporturile lor;
b) nu depinde de directia fortelor paralele;

¢) nu depinde de intensitatea fortelor F;

Ay

V=

Fig. 4.42. Fig. 4.43.

d) nu depinde de configuratia sistemului de forte ( F)).

T.4.12. Pentru placa omogena din figura 4.42 coordonata y. a centrului
de greutate este:

a) yo=28a/3m; b) yo=—27a/3m;
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¢) yo=—26a/3m; d) y-=25a/3m;

T.4.13. Pentru placa omogena din figura 4.43 coordonata y. a centrului
de greutate este:

a) ye=a/m; b)yc=—12a/m;

0)ye=—3a/m; d)yc=12a/m;

T.4.14. Conditia de echilibru pentru un sistem de forte (F,) coplanare
aplicate unui solid rigid, se exprima prin:

a) doua ecuatii de proiectie in raport cu doud axe perpendiculare
cuprinse in planul fortelor si o ecuatie de moment in raport cu o axa
perpendiculara pe planul fortelor;

b) doua ecuatii de proiectie in raport cu douda axe perpendiculare
cuprinse in planul fortelor si o ecuatie de moment in raport cu o axa
cuprinsa in planul fortelor;

¢) doud ecuatii de moment in raport cu doud axe perpendiculare pe
planul fortelor si o ecuatie de proiectie in raport cu o axa din planul fortelor;

d) doua ecuatii de moment in raport cu
doua axe perpendiculare pe planul fortelor si o
ecuatie de proiectie n raport cu axa definita
de punctele in care axele inteapa planul
fortelor.

T.4.15. Centrul de greutate al unei
jumatiti de sfera omogene de raza R (fig. -
4.44) se afla la:

@) 3R/7 de punctul O pe axa Oy;
b) 3R/8 de punctul O pe axa Oy;
¢) 3R/5 de punctul O pe axa Oy;

d) 3R/6 de punctul O pe axa Oy.
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4.9. ECHILIBRUL SOLIDULUI RIGID ACTIONAT DE FORTE

S-a aratat ca interactiunea dintre corpuri se poate manifesta prin contact
direct sau “la distanta”. Actiunea fortelor “la distanta* se exercitd asupra
fiecarei particule materiale din care este alcatuit corpul, proportional cu
masa acestuia. Din aceasta cauza aceste forte se mai numesc si masice.
Fortele “de contact” se manifestd numai in punctele de contact ale corpului

cu alte corpuri, deci In punctele de pe suprafata.

4.9.1. Corp liber si corp legat. Grade de libertate

Un corp material, un solid rigid, este liber cand se poate misca oricum in
spatiu sub actiunea fortelor aplicate asupra lui.

Corpul legat este corpul a carui miscare mecanica este stanjenita de alte
corpuri, prin anumite restrictii de natura geometrica, denumite legaturi.

Corpurile de referintd sunt acele corpuri care sunt legate solidar de
sistemul de referinta. Cu alte cuvinte, corpurile de referintda nu isi modifica
in timp pozitia fata de sistemul de referinta. Legaturile dintre corpul a carui
miscare mecanica se studiaza si corpurile de referintd sunt numite legdturi
exterioare. Dacda avem mai multe corpuri ce interactioneaza intre ele si in
acelasi timp cu corpurile de referinta, legaturile dintre ele sunt numite
legdturi interioare.

Un corp material solid liber
are sase grade de libertate
cinematica, adica sunt necesari
sase parametri pentru a-i defini
pozitia fatd de un sistem de
referinta. Daca se aleg trei
puncte necolineare ce apartin
solidului rigid: P,, P, P, se
poate constata ca ele definesc 3
?<3 . =9 paramstri pentru Fig. 4.45.
identificarea pozitiilor lor fata
de reperul considerat (fig. 4.45).

Py(x,y1,2)

V2 25)

3(X3,3,23)
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Pe de alta parte, deoarece, corpul material este considerat ca solid rigid,

distantele PP, , P,P,, P,P, rdman constante. Din aceastd cauza, Intre cei
noua parametri apar trei relatii de legatura de forma:

|pl,_g = =x ) 4=y H(z—2,) s =123 cuis (472)

Réaman deci numai sase parametri independenti care determina pozitia
solidului rigid.

Cei sase parametri independenti, ce pot fi notati generic ¢, (i=1,2,...,6)
poartd denumirea de coordonate generalizate ale corpului.

4.9.2. Echilibrul solidului rigid liber

Un corp solid rigid liber se afla in echilibru, sub actiunea unui sistem de
forte, atunci cand el nu-si modifica starea de repaus pe care o avea fata de
un reper oarecare inainte de aplicarea sistemului de forte.

Conditia necesara si suficienta pentru ca un corp solid liber sa ramana in
echilibru cand asupra lui actioneazi un sistem de forte ( F,) (i=1,2,...,n) este
ca sistemul de forte dat sa fie echivalent cu un sistem de forte nul. Aceasta
conditie este indeplinita atunci cind torsorul sistemului de forte (F,) este
nul Intr-un punct (vezi (4.39)).

Conditiile vectoriale (4.39) se exprima analitic prin trei ecuatii de
proiectie si trei ecuatii de moment conform relatiilor (4.46).

Daca sistemul de forte () este un sistem de forte coplanare, conditiile

vectoriale (4.39) se exprima conform celor prezentate in paragraful 4.7.1.

Ecuatiile prin care se pune conditia de torsor nul, al unui sistem de forte
ce actioneaza asupra unui solid rigid, poarta numele de ecuatii de echilibru.

In cazul problemei directe, atunci cind sistemul de forte (F,) este
precizat si se cere sa se determine pozitia de echilibru, problema este static
determinatd deoarece, in cazul unui sistem de forte oarecare in spatiu,
numdérul ecuatiilor de echilibru (sase) este egal cu numaérul necunoscutelor
(sase) ce determina pozitia de echilibru.

In cazul problemei indirecte, atunci cand se cunoaste pozitia de echilibru
a solidului rigid si se cere sa se determine sistemul de forte (F,) sub
actiunea caruia corpul ramane in repaus in pozitia data, problema este static
nedeterminatd, numarul necunoscutelor fiind mai mare decat cel al
ecuatiilor. Problema poate deveni static determinata daca sistemului de forte

88



STATICA SOLIDULUI RIGID
(F}) 1 se impune un numar de conditii, sub forma unor relatii fizice, astfel

incat aceste relatii, Impreuna cu ecuatiile de echilibru sa formeze un sistem
rezolvabil.

4.9.3. Echilibrul solidului rigid legat

Anterior s-a aratat ca un corp solid legat are miscarea ingradita de o
serie de restrictii de natura geometrica impuse corpului de legaturile
acestuia cu alte corpuri.

De asemenea, s-a precizat faptul ca orice legatura poate fi inlocuita
printr-o fortd, numita forta de legatura. in felul acesta corpul devine liber,
dar ramane cu restrictiile geometrice impuse de legaturi. Rezulta, ca fortele
de legétura nu pot fi introduse oricum, ele trebuie sa indeplineasca anumite
conditii, care la rindul lor sa reflecte restrictiile impuse de legaturi.

Problema echilibrului solidului rigid actionat de un sistem de forte ( F,)

cuprinde trei aspecte:
a) Dupa inlociurea legaturilor prin forte de legatura corpul devine liber

si sub actiunea fortelor efectiv aplicate F,* (i =1,2,...,n) si de legatura F;

(j=1,2,...,m), este in echilibru daca torsorul fortelor, in ansamblu, este nul
intr-un punct:

To(F*,F)) (4.73)

Relatia (4.73) constituie aspectul static al problemei si conduce la
scrierea ecuatiilor de echilibru.

b) Restrictiile de naturd geometrica impuse de legaturi sunt exprimate,
explicit sau implicit, de un numéar oarecare de relatii geometrice Intre
coordonatele generalizate g, ale corpului, aceste relatii constituind aspectul
geometric al problemei.

¢) Aspectul fizic al problemei consta in conditiile de natura fizica pe care
trebuie sa le indeplineasca fortele de legatura pentru a respecta restrictiile
geometrice impuse de legaturi.

Ecuatiile de echilibru impreuna cu relatiile geometrice si cu conditiile
fizice trebuie sa constituie un sistem complet de ecuatii in care,
necunoscutele trebuie sa fie egale, ca numar, cu ecuatiile sistemului.

De remarcat este faptul ca, in cazul corpului legat, problema se prezinta
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atat sub aspectul direct cat si indirect.
Acest lucru face ca necunoscutele sd se
imparta 1n necunoscute geometrice,
referitoare la parametrii corespunzatori
gradelor de libertate ramase corpului solid
(pe care le vom numi necunoscute .
principale) si 1n necunoscute fizice, [C’R}
referitoare la caracteristicile fortelor de
legétura (pe care le vom numi necunoscute
secundare). _

Cand corpul solid supus la legaturi nu Fig. 4.45.
are nici-un grad de libertate atunci se spune ci el are legaturi complete. in
acest caz problema se pune sub forma indirecta si ea este static determinata.
Daca insa corpul are legaturi mai multe decat 1i sunt necesare pentru a
ramane fara nici un grad de libertate, problema devine static nedeterminata.
Rezolvarea problemei, in acest caz, se face cu ajutorul relatiilor furnizate de
mecanica aplicata.

Pentru a putea preciza conditiile pe care sa le indeplineasca fortele de
legatura, impuse de principiul fortelor de legatura, trebuie cunoscute si
studiate tipurile de legaturi pe care un solid rigid le poate avea.

4.10. LEGATURILE SOLIDULUI RIGID

Un solid rigid poate avea urmatoarele tipuri de legaturi simple: reazem
simplu, articulatie, si Incastrarea.

Daca corpul solid are mai multe legaturi se spune despre el ca are
legaturi multiple.

4.10.1. Reazemul simplu punctiform

Un solid rigid se reazema simplu pe un alt corp atunci cand are un
singur punct de contact cu acesta (fig. 4.46).

Din punctul de vedere al gradelor de libertate, reazemul simplu
punctiform Tmpiedica deplasarea corpului (C) dupad directia normald la
planul tangent comun in punctul / la cele doua corpuri.

Punctul / se numeste punct teoretic de contact, deoarece atat corpul (C)
cat si corpul de referinta (CR) sunt considerate, In mecanica teoretica, rigide
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perfecte. In realitate insa, contactul dintre cele doua corpuri are loc pe o
mica suprafatd datorita deformabilitatii (reale) a corpurilor in zona de
contact (fig. 4.47, a). Zona de contact este cu atat mai mica cu cat corpurile
sunt in realitate mai rigide.

Se poate considera ca suprafata de contact (S) este plana si ca apartine
planul tangent comun in punctul teoretic de contact /. Aceastd modelare nu
duce la erori mari.

a“‘

.7 normala la plamml
anget corrmin

L

plaml tangent

COtmin [:S:) .

Al

Fig. 4.47.

Intre corpul (C) si corpul de referinta, in zona de contact exista o
infinitate de puncte comune, puncte de contact. Considerand fiecare punct
ca fiind supus unei legaturi pe suprafata (S), In urma ruperii acesteia se
introduc cele doua forte de legatura 7, si ¢,. Fortele normale 7, au
cunoscuta directia (paralela cu normala la (S) in [ (fig. 4.47, b), deci normala
pe planul tangent comun) si sensul.

Fig. 4.48.

Fortele 7, au suporturile in planul tangent comun la cele doua corpuri in
I (fig. 4.47, b). In felul acesta au luat nastere doua sisteme de forte: sistemul
de forte paralele 7, si sistemul de forte coplanare ;.
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Reducand cele doua sisteme de forte in punctul teoretic de contact / se

obtine o forta rezultanta R si un cuplu de moment M care se determini cu
relatiile (vezi fig. 4.48, a):
R=>n+>1
T4 __ _ 474
M=% M +> M
Daca se descompune forta R dupa normala la planul tangent comun si

dupa o directie cuprinsa in planul tangent comun se obtin doua componente
(fig. 4.48, b):

Ez]VJrT_";]V:Zﬁi;T:Zfi, (4.75)

unde N poarti denumirea de reactiune normald si T — reactiune
tangentiald sau fortd de frecare de alunecare.

Reactiunea normald N se opune deplasarii corpului pe directia normala
la planul tangent comun si:

— se aplica in punctul teoretic de contact;

— are directia normala pe planul tangent comun;

— sensul este in functie de legaturile diferitelor puncte din zona de
contact - unilaterale sau bilaterale;

— marimea poate fi oricit de mare.

Daca legatura este unilaterald atunci 0 < N < + 0, iar daca legatura este
bilaterala atunci —o0< N < +o0. In cazul legaturii unilaterale daca marimea
scalara a lui N rezultd negativa inseamna cd legatura nu exista (nu
functioneaza).

Reactiunea tangentiald T este generata de frecare si deci:

— se aplica in punctul teoretic de contact;

— are suportul cuprins in planul tagent comun;

— are sensul opus miscarii (sau tendintei de miscare) de lunecare pe
planul tangent comun;

— marimea sa nu poate depasi o valoare limita

T<T' (4.76)
In cazul “frecarii uscate” experimental s-a constatat:
T'=uN, 4.77)

in care p este un coeficient adimensional, denumit coeficient de frecare de
alunecare si verifica in general legile lui Coulomb.
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In cazul “frecarii umede”, cand se produce miscarea de alunecare, s-a
constatat experimental ca:

T'=kv (4.78)

unde k este un coeficient dimensional, iar v — marimea vitezei cu care
punctul de contact se deplaseaza, prin alunecare, pe suprafata de rezemare.

Cuplul de moment M se descompune dupa aceleasi directii ca
reactiunea R si se obtine (fig. 4.48, b):

M =M+M,; M=>Mun; M=>Mi. (4.79)

Cuplu de firecare de rostogolire M, depinde de marimea zonei de
contact si deci intensitatea lui are o marime limita. El are urmatoarele
caracteristici:

— punctul de aplicatie in punctul teoretic de contact;

— directia lui este cuprinsa in planul tangent comun;

— sensul lui este opus miscarii de rostogolire (respectiv tendintei de
rostogolire) a corpului (C) pe planul tangent comun;

— marimea lui scalara nu poate depasi o valoare limita:

M.< M! (4.80)
Experimental s-a constatat ca:
M! =sN (4.81)

unde s este un coeficient cu dimensiuni de lungime, denumit coeficient de
frecare la rostogolire; marimea acestuia depinde de rigiditatea corpurilor in
contact si de forma acestora in punctul de contact.

Cuplu de frecare de pivotare M , depinde de marimea si forma zonei de
contact si se opune miscarii de pivotare a corpului in jurul unei axe normale
pe planul tangent comun. El este caracterizat astfel:

— punctul de aplicatie este in punctul teoretic de contact;

— directia lui este normala la planul tangent comun;

— sensul lui este opus miscarii de pivotare (respectiv tendintei de
pivotare) a corpului;

— marimea lui scalara nu poate depasi o valoare limita:

M,< M, (4.82)

Experimental s-a constatat ca:
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M! =sN (4.83)

unde s" este un coeficient cu dimensiuni de lungime denumit coeficient de
frecare de pivotare; se determind experimental pentru fiecare caz in parte si
marimea lui depinde de forma si dimensiunile zonei de contact.

Trebuie facuta observatia ca atunci cand corpul (C) se afla in repaus,
trebuie examinat prin ce miscare (sau combinatii de miscari) este posibila
stricarea echilibrului; in concluzie, se vor introduce numai acele cupluri care
apar drept consecinta a tendintei de miscare.

4.10.2. Articulatia

Legatura unui solid rigid de tipul articulatiei poate fi de doua feluri:
articulatie spatiald (sau sfericd) si articulatie pland (sau cilindricd).

a) Articulatia spatiala sau sferica. Se spune cd un solid rigid este
articulat de alt corp atunci cand au un punct comun (fig. 4.49), denumit in
mod curent articulatie, in jurul caruia se pot roti oricum, unul in raport cu
celalalt.

Corpul ce prezinta o articulatie sferica ramane numai cu trei grade de
libertate in raport cu sistemul de referinta (CR). Aceste trei grade de liberate
sunt materializate 1n trei rotiri in jurul a trei axe trirectangulare.

Fig.4.49. Fig. 4.50.

Realizarea practica a acestui tip de legatura se face prin intermediul a
doua sfere. O sfera ce apartine corpului (C) si care este cuprinsa de a doua
sfera ce apartine corpului de referinta (CR). De mentionat este faptul ca
legitura se poate realiza si invers, sfera cuprinsa sa fie a corpului de
referinta.
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Din realizarea practicé a articulatiei sferice se poate constata ca de fapt
acest tip de legatura este in realitate tot un reazem simplu, dar de o forma
speciala (fig. 4.50). Datoritd formei sferice a legaturii, punctul teoretic de
contact / poate sa fie oriunde pe suprafata sferei fixe (cea care apartine (CR)
si care are centrul in punctul O, (fig. 4.50)) .

Introducand fortele si cuplele de momente ce apar intr-un reazem
simplu, si reducandu-le apoi in centrul sferei fixe se obtine:

R=N+T (4.84)
M,=M,+ M,+0,1 xT (4.85)

Centrul sferei fixe O, se numeste punctul teoretic de articulatie, iar raza
sferei fixe r,, raza articulatiei. Din relatia (4.85) se constata ca momentul

M ,este creat de frecarile de alunecare, de rostogolire si de pivotare ce apar
intre sfera fixa si cea mobila.

Reactiunea din articulatie R este definita astfel:

— punctul de aplicatie este in centrul sferei fixe, O;

— directia si sensul sunt oarecare deoarece punctul / poate fi oriunde pe
sfera fixa;

— marimea ei scalard poate fi oricdit de mare datoritd principiului
rigiditatii;

Cuplul de firecare din articulatie M , este definit astfel:

— punctul de aplicatie este in centrul sferei fixe, O;;

— directia si sensul sunt oarecare;

— marimea lui scalara nu poate depasi o valoare limita si anume:

M, < M|, (4.86)
unde valoarea limita poate fi luata sub forma:
M' =\R (4.87)

in care A este coeficientul de frecare din articulatie, cu dimensiunea unei
lungimi; de la caz la caz, A se determina experimental.

b) Articulatia cilindrica sau plani. In cazul acestui tip de legatura, cele
doua sfere sunt inlocuite de doi cilindri, fapt ce face ca fortele de legaturd N si
T sa fie situate intr-un plan perpendicular pe axele celor doi cilindri (fig. 4.51)
si cuplul de frecare de pivotare M , $& nu existe. Sensul lui T este legat de
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sensul cuplului de frecare de rostogolire M, , din punctul / ( de fapt,
rostogolirea se produce in jurul generatoarei comune ce trece prin /).

In consecintd, deoarece T si M . ating concomitent valorile lor limita,
rezulta:

M'= M +rT'=sN+wN=(s+u)N;

M'=AR=A\N>+(T")* = NAy/1+ 1’
unde r este raza cilindrului fix.

In final se obtine:
S+ ur

tendinta de A= ——— 4.88
tostogolire ﬁ /1+“2 ( )
tendinta de 2 M _ Prin natura suprafetelor in contact

din articulatie (de obicei ele sunt

prelucrate fin) se poate neglija p* in
raport cu 1 si deci :

A=s+ur (4.89)

De asemenea, cilindrii ce alcatuiesc
articulatia sunt rigizi si au razele mici,
apropiate ca valoare. Din aceasta cauza s se poate neglija in raport cu pr si
se poate lua:

Fig. 4.51.

A= pr (4.90)

Sunt insa cazuri cand frecarea de orice naturd se poate neglija. In aceasta
situatie singura fortd de legaturd ce apare este R(=N) ce are necunoscute
marimea si sensul.

Deci, in cazul articulatiei cilindrice rezultanta fortelor de legatura se afla
in planul fortelor efectiv aplicate, iar cuplul de frecare are directia
perpendiculara pe acest plan, opunandu-se miscarii posibile.

4.10.3. incastrarea

Se spune ca un corp este Incastrat in alt corp atunci cand ele sunt perfect
intepenite unul in altul.

In aceasta situatie corpul (C) nu mai are nici-un grad de libertate fata de
corpul de referinta (CR) (fig. 4.52, a).
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Se constata ca o parte dintre punctele corpului (C), situate pe suprafata
de contact, sunt obligate sa ramana fixe pe suprafata similara a corpului de
referinta.

Eliberand punctele respective se introduc fortele de legatura _l., oricum
dispuse si oricat de mari (fig. 4.52, b).

Reducand acest sistem de forte intr-un punct / oarecare, denumit punct
teoretic de incastrare, rezulta o fortd R si un cuplu de moment M, .

Forta R , numita reactiunea din incastrare, este definita astfel:

— punctul de aplicatie este in punctul teoretic de incastrare;

— directia si sensul sunt oarecare;

— intensitatea este oricat de mare.

Cuplul de moment M,, cuplul de moment din incastrare, are
urmaétoarele caracteristici:

al b
Fig. 4.52.
— punctul de aplicatie este in punctul teoretic de incastrare;
— directia si sensul sunt oarecare;

— intensitatea este oricat de mare.
Daca fortele efectiv aplicate ce actioneaza corpul (C) sunt coplanare,

atunci incastrarea este o incastrare pland, la care forta R are directia
cuprinsd in planul fortelor, iar cuplul de moment M, are directia
perpendiculara pe planul fortelor.

4.10.4. Reprezentarea grafica a diferitelor tipuri de legaturi

Tipurile particulare de legaturi pe care un solid rigid le poate avea cu
sistemul de referinta si care au fost prezentate anterior sunt schematizate atat
in mecanica teoretica cat si in mecanica aplicata astfel:
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a) reazemul simplu punctiform la
care s-au neglijat toate frecarile, ca
in figura 4.53, a; forta de legatura N
are totdeauna directia
perpendiculara pe cele doud linii
paralele;

b) articulatia plana la care, de
asemenea s-au neglijat frecarile,
ca in figura 4.53, b; cele doua
forte de legatura introduse V si H
pot fi introduse oricum dar cu
conditia de a avea intotdeauna

Fig. 4.53.

suporturile perpendiculare intre ele;
¢) Incastrarea pland ca in figura 4.53, ¢; si aici trebuie ca fortele de
legatura V' si H sa aiba suporturile perpendiculare intre ele.

Aplicatii.

A.4.6. O bard AB de lungime 2/ si greutate P este lasata sa lunece pe
suprafata interioarda a unui semicilindru neted de raza R. Se cere s se
determine pozitia de echilibru prin intermediul unghiului 0 (fig. 4.54).

Datorita faptului ca nu
exista frecare, bara AB
aluneca pe suprafata
interioard a semicili-ndrului
pana in pozitia de echilibru.

Fie 0 unghiul
corespunzator pozitiei de
echilibru (fig. 4.54).

Corpul 4B fiind supus la
legaturi in 4 si C, pentru a
putea pune conditia de torsor
nul (vezi relatia (4.73)) va
trebui sa rupem legaturile si
sa introducem fortele de

legatura.
In punctul 4 bara prezinta o legitura de tipul reazemului simplu

punctiform fara frecare. Deci singura forta ce apare este N , perpendiculard

pe planul tangent comun (la bara si cilindru) in 4.
In punctul C legétura barei este tot un reazem simplu punctiform fara
frecare, de data aceasta planul tangent comun fiind chiar planul barei si deci

N.1AB.
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Forta efectiv aplicatd P si fortele de legatura N, si N, fiind cuprinse

in acelasi plan, conditia (4.73) se transpune in trei ecuatii scalare: doua de
proiectie si una de moment.

(z Pr(F, )y = 0): N,c0s20 — N sinf = 0,

(a)

(Z pr(F )y = 0): Nsin20 + N.cosd — P= 0,
(b)

(Z M,F)= O): —PlcosO + N2RcosO = 0.
(c)

: . Pl :
Din ecuatia (c) rezultd N, = R deoarece cosf = 0 = 6 =m/2 , solutie

neacceptabila deoarece in acest caz bara AB ar avea pozitie verticala. Deci
cos # 0.
Din ecuatia (a) rezulta:

sin© _il sin©
“c0s20 2R co0s20’

Inlocuind N, si N in (b), prin prelucrare, se obtine:

2¢0s’0 — L cosO—1=0.
2R
(d)
Solutiile ecuatiei (d) sunt:
2
Lo

1
S8R~ 4\ 4R

2
dintre care cosb = i+11/1—2+8 permite determinarea unghiului 6
8R 4 V4R

pentru pozitia de echilibru:

+8

cosO =

2
0 = arc cos(i+— !

+8).
8R 4\ 4R? ) ©
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Problema propusa nu poate avea solutie pentru orice valori ale lui R si /
deoarece cosO < 1. Din aceasta cauza:

I 1|7
—+—1/—2+8 < 1
S8R 4 V4R
. Rezulta [/ < 2R, ce are ca
tendinta de . . . o
lunecare semnificatie fizica faptul ca centrul de
greutate al barei (punctul de aplicatie al
fortei P ) este situat in stinga punctului
C.
Pentru ca bara 4B sia ramana in

echilibru, este sufucient ca cele trei
forte coplanare N, , N, si P si aiba

suporturile concurente intr-un punct, de
exemplu in /. De fapt, bara AB va
luneca pe suprafata interioara a

semicilindrului pana cand punctul / se va afla pe suportul fortei P . In
aceastd situatie d =0 si A(F,) =0, (deoarece AN ,) =0 si M(N,)
=0). Rezulta:

Fig. 4.55.

P[2Rc0s26 — IcosO] =0,

sau

cos20 —L cosO =0,
2R

ce conduce la aceeasi ecuatie (d) cu solutia (e).

A.4.7. Un cilindru de raza r si greutate P este mentinut in echilibru pe un
plan inclinat cu ungiul de cea mai mare panta a de o forta F aplicata in
centrul de greutate si paralelad cu linia de cea mai mare panta (fig. 4.47). Cat
de mare trebuie sa fie intensitatea fortei F' pentru ca cilindrul sa raména in
echilibru daca este considerata atat frecarea de lunecare prin coeficientul de
frecare de lunecare p, cat si frecarea de rostogolire prin coeficientul de
frecare de rostogolire s?

Se poate constata ca cilindrul de raza r se sprijina cu frecare pe planul
inclinat. Din aceasta cauza pe langa forta de legatura normala N apare si
forta de frecare de alunecare T , al cirei sens a fost adoptat in ipoteza ca
tendinta de lunecare a cilindrului este n susul planului inclinat (fig. 4.47).
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Considerand ca miscarea de pivotare nu se produce, singurul cuplul de
frecare ce apare este cuplu de frecare de rostogolire M, al cirui sens a fost,
de asemenea, adoptat arbitrar considerand ca tendinta de rostogolire a
cilindrului este in susul planului inclinat (fig. 4.47).

Sistemul de forte efectiv aplicate (P si F) si de legatura (N,T),
formeaza un sistem de forte coplanare, iar cuplul M, fiind perpendicular pe
planul fortelor, ecuatiile de echilibru sunt in numar de trei. Ele vor fi scrise
astfel: o ecuatie de proiectie pe directia planului inclinat, o ecuatie de
proiectie pe o directie normala la planul inclinat si o ecuatie de moment 1n
raport cu punctul 4:

F—Psina—T=0; ®
N—Pcosa=0; (8)
M, — Fr+ Prsina. = 0. (h)

Se poate constat cd sunt patru necunoscute (méarimile fortelor F, N, T si
marimea cuplului M,) si doar trei ecuatii. Din aceasta cauza langa conditiile
de echilibru de natura statica trebuie precizate si conditiile de natura fizica
(conditiile de natura geometrica fiind implicite):

T £ uN (1)
M. < sN. 0)

Echilibrul se poate strica fie prin alunecare, fie prin rostogolire, fie prin
alunecare si rostogolire. Mai intdi se va studia pierderea echilibrului prin
alunecare, apoi prin rostogolire, urmand ca in final sd se faca o analiza a

diferitelor cazuri.
Conditia de nealunecare. Din ecuatia (f) rezulta:

T=F — Psina,,
iar din (g)
N = Pcosa.

Inlocuind aceste valori in inegalitatea (i) rezulta:
F < P(sina + pcosa).

Pentru a determina valoarea fortei £ la care cilindrul nu va aluneca in
josul planului, in ultima relatie se schimba sensul inegalitatii si semnul
coeficientului de frecare de lunecare. Rezulta:

F > P(sing, — p-cosau).

Coditia generala de nealunecare a cilindrului pe planul inclinat va fi :
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P(sina — pcosa) < F < P(sina + pcosa). (k)

Conditia de nerostogolire. Din ecuatia (h) se determina:
M, = Fr — Prsina.
Inlocuit in (j) el ne duce la valoarea fortei F pentru care cilindrul nu se
rostogoleste in susul planului inclinat:

. s
F < P(sina + —cosa).
r

Pentru ca echilibrul sa nu se strice prin rostogolire in josul planului forta
F trebuie sa indeplineasca conditia:

F > P(sina — ﬁcosot).
r

Coditia generala de nerostogholiore a cilindrului pe planul inclinat va fi
deci:

P(sina — &l cosa) < F < P(sino + &l cosa.). )]
r r

Din analiza inecuatiilor (k) si (1) se evidentiaza urmatoarele modalitati
de pierdere a echilibrului rotii:

— daca p < s/r atunci echilibru se pierde prin alunecare;

— daca p > s/r atunci echilibrul se pierde prin rostogolire;

— daca p = s/r atunci echilibrul se pierde atat prin alunecare cat si prin
rostogolire.

De obicei la rotile de vehicole p > s/r din care cauza la urcare roata
incepe mai intai sa se rostogoleasca.

Teste

T.4.16. O articulatie sferica rapeste unui solid rigid:
a) doua grade de libertate;

b) trei grade de libertate;

¢) patru grade de libertate;

d) cinci grade de libertate.

v i _
Fi7777 i i iddddiiiidd T77 777 7777777707 77777
Fig. 4 56. Fig. 4.57.
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T.4.17. O articulatie cilindrica rapeste unui solid rigid:

a) doua grade de libertate;

b) trei grade de libertate;

¢) patru grade de libertate;

d) cinci grade de libertate.

T.4.18. Bara 4B de lungime 2/ si greutate G este articulata in 4 si se
sprijind pe un semicilindru neted de razad r (fig. 4.56). Forta de legatura
dintre bara si semicilindru are valoarea:

a) Glir; b) Gl/rsina; ¢) Glsina/r  ¢)— G/l

T.4.19. Bara AB de lungime 2/ si greutate G este articulatd in A4 si se
sprijind pe un cilindru neted de raza r (fig. 4.57). Forta de legatura dintre
bara si cilindru are valoarea:

a) Gicosa'ctgg;
r 2

3F lF
a
C 2F b) Gisinoc-ctgg;
a 3a r 2
2a
c)Gisinovth;
i vs\‘]MA d 2
IFFIT ) o
Fig. 4.58. d) G;COSO‘"gE-

T.4.20. Pentru cadrul din figura 4.58. valoarea momentului din
incastrarea A este:

a)3Fa; b)4Fa;
¢)5Fa; c¢)6Fa.
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5. STATICA SISTEMELOR DE CORPURI

5.1. DEFINITIE, LEG@TURI_, FORTE EFECTIV APLICATE,
FORTE DE LEGATURA

Un sistem de corpuri constd dintr-un grup de corpuri, legate intre ele
prin legaturi de tipul celor examinate in capitolul 4.10: reazeme simple,
articulatii sau incastrari.

Un corp ce apartine sistemului poate avea legaturi exterioare cu unul sau
mai multe corpuri de referinta, in unul sau mai multe puncte ale lui. De
asemenea, el poate avea legaturi interioare cu unul sau mai multe corpuri
din sistem, In unul sau mai multe puncte ale lui (fig. 5.1).

Legaturi interioare

Legéturi exterioare
Sistemul de repere

Fig. 5.1.

Ca urmare fortele de legatura ce apar in cadrul unui sistem de corpuri
pot fi:

— forte de legaturd exterioare — cele care se manifesta intre corpurile ce
alcatuiesc sistemul si corpurile de referinta;

— forte de legatura interioare — cele care se manifesta intre corpurile ce
alcatuiesc sistemul.

Referitor la fortele care apar in cazul sistemelor de corpuri — forte
efectiv aplicate si forte de legatura — trebuie precizat ca operatiile
elementare de echivalentd nu se pot aplica decat asupra fortelor ce
actioneaza asupra fiecarui corp in parte.
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Iar in ceea ce priveste fortele de legatura interioare, acestea sunt egale
doud cate doud si direct opuse, conform principiului egalitatii actiunilor
reciproce.

5.2. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI
ACTIONATE DE FORTE

Pentru ca un sistem de corpuri actionat de forte sa fie in echilibru este
necesar ca fiecare dintre corpurile ce-l alcatuiesc sa se afle in echilibru fata
de un reper ales. In acest fel, fiecare corp este in echilibru si fata de celelalte
corpuri din sistem. Rezulta de aici necesitatea izolarii fiecarui corp in parte
(fig. 5.2).

Fig. 5.2.

Acest lucru se realizeaza prin ruperea tuturor legaturilor, atat cele
exterioare cat si cele interioare si Inlocuirea lor cu forte corespunzatoare
fiecarui tip de legaturd in parte, in baza pricipiului fortelor de legatura.
Trebuie avut in vedere ca in cazul fortelor de legatura interioare acestea
trebuiesc introduse pe corpurile pe care apar, ca perechi de forte egale si
direct opuse:

(5.1)
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indicii jj aratd ca sistemul de forte de legatura interioara este format din
forte care sunt aplicate corpului (C)) si care reprezintda actiunea mecanica a
corpului (C)), asupra corpului (C).

In urma izolarii corpurilor, fiecare corp din sistem, actionat atat de
fortele efectiv aplicate, cat si cele de legatura, devine liber si, deci, i se pot
pune conditiile de echilibru sub forma (4.73). Relatiile statice obtinute din
conditiile (4.73) se completeaza, pentru fiecare corp in parte, cu relatiile de
naturd geometrica, unde este cazul, si cu relatiile de natura fizica.

In felul acesta din conditiile de natura statica, pentru fiecare corp in
parte, se obtine un sistem de 6 ecuatii (sau 3 ecuatii in cazul in care sistemul
de forte efectiv aplicate si de legatura ce actioneaza asupra corpului
formeazd un sistem coplanar de forte). Acest sistem se completeazd cu
ecuatiile de natura geometrica si fizica — acolo unde este cazul.

Reunind ecuatiile scrise pentru toate corpurile, se obtine sistemul global de
ecuatii care exprima conditiile de echilibru pentru sistemul de corpuri studiat.
In cadrul acestui sistem necunoscutele ce pot apare pot reprezenta, pe de o
parte, parametrii prin intermediul carora sistemul de corpuri se afla in echilibru,
iar pe de alta parte, fortele din cadrul sistemului, In general marimi scalare ale
fortelor de legatura.

Pentru ca sistemul sa aiba solutie trebuie ca numarul total al ecuatiilor sa
fie egal cu numarul general al necunoscutelor.

5.2.1. Teorema echilibrului partilor

Deoarece, in cadrul unui sistem de corpuri aflat in echilibru fata de un
reper ales, fiecare corp 1n parte se afla in echilibru fata de reperul considerat si
fata de celelalte corpuri, rezulta ca doua sau mai multe corpuri, ce formeaza
un subsistem, se afla In echilibru fatd de celelalte corpuri ce alcatuiesc
sistemul. De aici, posibilitatea ca un sistem de corpuri sa fie impartit in doua
sau mai multe subsisteme pentru care echilibrul se exprima ca si cand ar
forma fiecare un sistem rigid. Bineinteles cd, in aceasta situatie toate fortele
interioare dintre corpurile ce alcatuiesc subsistemul nu vor apare, fiind
specificate numai fortele efectiv aplicate asupra subsistemului si fortele de
legatura dintre corpurile subsistemului si corpurile de referinta, pe de o parte,
si celelalte corpuri ale sistemului, pe de alta parte.

Avantajul metodei bazatd pe teorema echilibrului partilor constd in
aceea cd se pot determina anumiti parametri sau forte de legdturd prin
scrierea unui numar mult mai mic de ecuatii decat in cazul metodei izolarii
corpurilor.
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Se face precizarea ca ecuatiile de echilibru dobandite prin metoda
echilibrului partilor nu constitue ecuatii suplimentare la sistemul general de
ecuatii, obtinut atunci cand echilibrul sistemului de corpuri se studiaza izoland
fiecare corp in parte.

5.2.2. Teorema solidificarii

Teorema solidificarii demonstreaza ca daca un sistem de corpuri rigide
supuse la legaturi exterioare se afla In echilibru sub actiunea unui sistem de
forte efectiv aplicate, el ramane in echilibru sub actiunea acestor forte si in
cazul 1n care ar deveni un rigid cu legaturile exterioare initiale. Pe baza
acestei teoreme se poate considera sistemul de corpuri ca un singur solid
rigid care trebuie sa fie 1n echilibru sub actiunea fortelor efectiv aplicate si a
fortelor de legatura exterioare. In felul acesta ecuatiile de echilibru ce pot fi
scrise vor contine numai fortele efectiv aplicate si fortele de legatura
exterioare. Prin rezolvarea acestor ecuatii se pot determina anumiti
parametri de echilibru si/sau anumite forte de legaturda exterioare si se pot
verifica calculele efectuate prin celelalte metode.

Se precizeaza si in acest caz, ca ecuatiile de echilibru dobandite prin
metoda solidificarii nu constitue ecuatii suplimentare la sistemul general de
ecuatii obtinut prin metoda izolarii corpurilor.

5.3. GRINZI CU ZABRELE

Grinzile cu zabrele constituie sisteme de bare, indeformabile din punct
de vedere geometric, numite zdbrele.

Zabrelele sunt legate atat intre ele cat si de corpurile de referinta prin
articulatii situate la capetele lor.

Locul unde se leaga doua sau mai multe bare se numeste nod.

Fortele efectiv aplicate ce actioneaza asupra zabrelelor sunt aplicate
numai la nodurile acestora.

Legaturile exterioare ale unei grinzi cu zabrele sunt complete, in sensul
ca acestea nu permit grinzii nici o miscare provocatd de fortele efectiv
aplicate, fata de un reper dat.
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In cazul in care toate zabrelele ce alcatuiesc grinda si fortele ce le
actioneaza sunt continute intr-un plan, grinda cu zabrele este numita gindd
pland (fig. 5.3), In caz contrar este grindd spatiald.

In functie de pozitia pe care o ocupa, barele unei grinzi cu zabrele poarta
diverse denumiri (fig. 5.3): tdlpi (barele care formeaza conturul grinzii cu
zabrele); diagonale si montanti (barele care au axele perpendiculare pe talpi
la grinzi cu talpile paralele).

Pentru ca o grindd cu
zabrele sa constitue un sistem
indeformabil din punct de Diagonale
vedere geometric, intre numarul
barelor » si numarul nodurilor

n, trebuie sa existe relatia:
b>2n-3 2
> _
= <=2, (-2) Talpa inferioara

pentru grinzi cu zabrele plane; Fig. 5.3.

Talpa superioara

b>3n-6, (5.3)

pentru grinzi cu zabrele plane.

Dupa cum se va demonstra In continuare aceste conditii insa nu sunt
suficiente pentru ca orice grinda cu zabrele — palana sau spatiala - sa fie si
static determinata.

5.3.1. Calculul grinzilor cu zabrele

Izoland o bara din cadrul unei grinzi cu zabrele prin sectionarea

articulatiilor de la capete, pentru ca ea sa ramana in echilibru sub actiunea
fortelor de legatura R, si R,
(fig. 5.2, a) trebuie ca aceste /IT ]Tj/ ITJ/
forte sa aiba directia axei Y _ .
barei, sensurile contrare si J J J
modulele egale (fig. 5.4, b).

Rezulta ca barele unei g~
grinzi cu zabrele sunt sau ~g_ —
intinse sau comprimate. Asa i
dar, daca se sectioneazia o
bara si se introduce forta de a) b)
legatura, care sa reprezinte Fig.5.4.
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actiunea partii inlaturate asupra partii ramase, aceasta va avea, de asemenea,
directia axei barei. Acesta forta de legatura poarta numele de efort sectional
axial si el poate fi de compresiune sau de intindere.

Problema care se pune este determinarea acestor eforturi sectionale. Din
acest punct de vedere relatiile (5.2) si (5.3) sunt necesare, dar nu si
suficiente pentru a realiza o grinda cu zabrele static determinata, adica o
grinda cu zdbrele la care se pot determina eforturile din bare. Din aceasta
cauzd pe langa aceste conditii trebuie pusa si conditia de stricta
indeformabilitate, ce va fi prezentatd ulterior. Grinzile cu zabrele ce nu
indeplinesc aceasta conditie sunt denumite sisteme critice.

Metodele de determinare a eforturilor sectionale in barele unei grinzi cu
zabrele, utilizate in continuare, au la bazd teoremele prezentate la
echilibrului unui sistem de corpuri actionat de forte (v. par. 5.2).

Metoda separarii nodurilor. Aceasta metodd are la bazda metoda
separdrii corpurilor si constd in izolarea fiecarui nod al grinzii cu zabrele.
Izolarea se efectueaza prin sectionarea tuturor barelor adiacente unui nod si
introducerea eforturilor sectionale axiale cu sensul lor pozitiv, care, in mod
convetional, este cel de
intindere (fig. 5.4). Daca
nodul izolat prezinta legaturi
exterioare atunci acestea se
inlocuiesc cu fortele de
legdtura corespunzitoare. De
asemenea, daca iIn nodul
izolat exista si forte efectiv
aplicate, ele trebuie luate in
considerare.

in felul acesta se izoleaza
fiecare nod si fiecare bara.
Asa cum s-a aratat, eforturile
din bare sunt axiale deci eforturile aplicate in noduri au directiile cunoscute.
Pentru determinarea marimilor acestora ramane sid se exprime numai
echilibrul fiecarui nod.

Din cele prezentate rezulta ca in fiecare nod izolat va exista un sistem de
forte concurente. Prin exprimarea echilibrului tuturor nodurilor se vor scrie
n relatii de forma:

Fig. 5.4.

F, + Y N, =0(i#)

i=1
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incare F, = F* + F, reprezinta suma tuturor fortelor efectiv aplicate si de

legatura din nodul i.

Relatiile vectoriale (5.4) duc la scrierea a 2n relatii scalare in cauzul
grinzii cu zabrele plane si la 3n relatii in cazul grinzii cu zabrele spatiale. in
ecuatiile astfel obtinute apar ca necunoscute eforturile sectionale N; si
fortele de legatura exterioare. Cum N; = N, numérul eforturilor din bare este
egal cu numarul barelor b.

In cazul unei grinzi cu zibrele plane vor exista 2n ecuatii cu b +3
necunos-cute, iar in cazul grinzii cu zébrele spatiale, 3n ecuatii cu b + 6
necunoscute.

Rezulta cé eforturile in barele unei grinzi cu zabrele se pot determina
daca relatiile (5.2) si (5.3) sunt satisfacute la limitd. Aceasta reprezinta
conditia de strictd indeformabilitate.

Cele 2n, respectiv 3n ecuatii se rezolva usor apeland la tehnici moderne
de calcul. In anumite cazuri insa, sistemul general de ecuatii se poate
rezolva usor atunci cand, de exemplu, o grinda plana este alcatuita din bare
care formeaza triunghiuri juxtapuse in plan. In acest caz exita intotdeauna
un nod unde sunt doar doua bare in care eforturile sunt necunoscute si care
prin scrierea conditiilor de echilibru pot fi determinate. Odata cunoscute
aceste eforturi, se poate trece la izolarea unui nod vecin celui studiat in care,
de asemenea, sa existe numai doua bare in care eforturile sunt necunoscute.
In felul acesta se pot determina toate eforturile prin scrierea de ecuatii
simple, in care sa apara cel mult doua necunoscute.

Acesta metoda comporta cunoasterea fortelor de legatura exterioare, cel
putin 1n primul nod de la care incepe scrierea ecuatiilor.

Daca nu exista nici un nod in care fortele exterioare (efectiv aplicate si
de legaturd) sa fie cunoscute si sa existe cel mult doud bare concurente
(pentru grinda pland), atunci fortele de legédturd se vor determina prin
teorema solidificarii.

Aceastd metoda permite
determinarea tuturor
eforturilor din bare, insa
volumul de lucru este mare,
iar corectitudinea rezultatelor
poate fi verificata numai
dupa  scrierea  ultimilor
ecuatii. Daca se constatd ca
ecuatiile de verificare nu sunt
indeplinite, nu se cunoaste
unde este gresala si calculul
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trebuie reluat de la prima la ultima ecuatie.
Existenta erorilor de calcul poate fi pusda in evidentd prin utilizarea
teoremei echilibrului partilor sau a solidificarii.

Metoda sectiunilor oarecare. Aceasta metoda se bazeaza pe teorema
echilibrului partilor si consta in impartirea grinzii cu zabrele In doua parti
distincte printr-o sectiune oarecare. In cazul grinzii cu zabrele plane,
sectiunea trebuie sa taie cel mult trei bare neconcurente in care eforturile sa
fie necunoscute. Pentru barele sectionate se introduc eforturile sectionale cu
sensurile lor pozitive dupa care se exprima echilibrul uneia dintre parti. In
cazul grinzii cu zabrele plane vor rezulta trei ecuatii de echilibru in care,
pentru a obtine solutii nu trebuie sa apara mai mult de trei necunoscute.
Ecuatiile de echilibru se vor alege si se vor scrie in mod convenabil astfel
incat in fiecare din ele sa apara doar o necunoscuta.

Spre exemplu, pentru grinda cu zabrele din figura 5.5, in urma sectionarii se
alege pentru exprimarea echilibrului partea dreapta (cea in care sunt nodurile 4
si 5) deoarece este mai simpla si sunt mai putine forte efectiv aplicate si de
legatura.

Pentru scrierea ecuatiilor de echilibru se aleg ecuatii de moment. Astfel
pentru determinarea efortului Vs, se va scrie ecuatia de moment in nodul 4
deoarece fata de acest nod, eforturile N,, si N,; nu dau moment. Pentru
determinarea efortului N,, se va scrie o ecuatie de moment in raport cu
nodul 3, iar pentru determinarea efortului N, se va scrie o ecuatie de
moment 1n raport cu punctul / (cu toate ca se vor intampina dificultati la
exprimarea bratelor fortelor).

Aceastd metoda prezinta avantajul ca permite sa se determine anumite
eforturi sectionale repede si exact, fara a scrie un numar mare de ecuatii.

La fel ca si in cazul metodei izolarii nodurilor, in anumite situatii, este
necesara cunoasterea prealabila a fortelor de legatura exterioare (prin
aplicarea teoremei solidificarii).

In practica, de cele mai multe ori, cele doua metode se aplica cuplat intr-
un mod avantajos.

Aplicatii.

A.5.1. Doua sfere omogene, identice, de raza r, fiecare avand greutatea
G, sunt asezate 1n interiorul unui cilindru drept, de raza R, deschis la ambele
capete, si care std pe o masd orizontala asprd. Sa se determine greutatea
minima a cilindrului, necesara pentru ca el sa nu se rastoarne, neglijand
grosimea peretilor lui.

Pentru rezolvarea problemei se aplica metoda izolarii corpurilor. Astfel,
izoland cilindul, asupra lui actioneaza, pe langa forta efectiv aplicata Q, si
cele doua forte de legatura interioare N, si Np. Forta de legatura exterioara
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N pentru situatia de echilibru trebuie sa aiba punctul de aplicatie in
interiorul perimetrului de sprijin al cilindrului. Deoarece ne intereseaza
valoarea minima a greutatii O pentru ca sistemul sd ramana in echilibru,
vom introduce reactiunea N in punctul 4 (se va neglija grosimea peretelui
cilindrului), studiind 1n acest caz echilibrul la limita (fig. 5.7).

-
N, Ho
¥ -
N, e - .
r sine + 7 I ﬂi;-'—'g“ N s + 7
By
; B P A B
Fig. 6.7

Ecuatiile de echilibru au forma:

NC_NDZO;
N-Q0=0;

Ncor (2sina +1) = Npyr— QR =0.

In figura 5.8 sunt prezentate cele doua sfere cu fortele efectiv aplicate si

de legatura ce le actioneaza.

Se poate constata ca
sistemele de forte astfel
obtinute sunt compuse din
forte concurente si
coplanare, deci, conditiile
de echilibru se exprima
doar prin doud ecuatii de
proiectie (pe orizontala si
verticald). Astfel pentu
sfera din figura 5.8, a
ecuatiile de echilibru au
forma:

Np— Ngcosa =0;
Nz — G — Ngsina = 0.
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Pentru sfera din figura 5.8, b ecuatiile de echilibru sunt:

Ngcosa.— N.=0;
Nysina — G =0.

Prin rezolvarea succesiva a ecuatilor prezentate si prin eliminarea
fortelor de legatura interioare se obtine:

G

Neg=——; Nc =N, = Getgoy,
sino
N =2G; 2Greosa = QOR.
Valoarea minima a greutatii Q pentru ca cilindrul sa nu se rastoarne este:
R-r R—-r

Opin= 2GT , deoarece coso. = (vezi fig. 5.6).

A.5.2. Pentru grinda cu zabrele din figura 5.9 solicitata de forta F
aplicatd in nodul 3, se cere determinarea eforturile sectionale din bare.

Pentru determinarea eforturilor sectionale se foloseste metoda separarii
nodurilor. Se poate constata cd In cazul grinzii cu zabrele analizate nu este
necesar ca, in prealabil, sa se determine fortele de legatura exterioere (V,,
V,, H,), deoarece metoda aplicatd incepe prin separarea nodului 3. In acest
nod sunt concurente decat 2 bare, astfel incat, prin scrierea ecuatiilor de
echilibru (2 la numaér) se pot determina cele doud eforturi sectionale in

functie de forta efectiv aplicata F. Se trece apoi — in ordine — la nodurile 2,1
si 4 obtinandu-se urmatorul sistem de ecuatii:

N,, sin30° + F = 0; N,;— N, sind5° = 0;

Ny + Ny, cos45” = 0; N;, + N, , cos30° = 0;

Ny + Ny, c0s45° = 0; Ny, cosd5’—V, =0,

N, 8in60° — Ny, + H,=0; N, c0860° + N, , — V, = 0.

Folosind egalitatii N, ; = Ny,; Ny, =Ny s Ny, =Nyy; Ny =N, siN,, =
N,, se rezolva, pe rand, ecuatiile anterioare, obtinandu-se eforturile din
bare, precum si reactiunile din legaturi.

Astfel:

N3—4:N4—3:_2F; N2,3:N3_2:F\/§; N1,2:N2_1:F\/g;
N4-2=Nz-4=_F\/§; N4.1=N1_4=—F\/§; V1=F\/§;
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Fig. 5.9.
H,=0; V,=F(1++/3).

Verificarea rezultatelor se poate face folosind teorema solidificarii prin
scrierea ecuatiilor de proiectie pe orizontala si pe verticala si a ecuatiei de
moment in raport cu nodul 4:

H,=0; F+V,-V,=0; Vya—F-actg30°=0.

A.5.3. Pentru cadrul cu trei articulatii din figura 5.10, a se cere sa se
determine fortele de legatura.

Cele doua corpuri care alcatuiesc sitemul de cadre sunt legate intre ele
prin intermediul articulatiei B, iar de corpul de referintd prin intermediul
articulatiilor 4 si C. Toate cele trei articulatii sunt articulatii plane
(cilindrice) in care se neglijeaza frecarile. Din aceasta cauza, in urma ruperii
legaturilor, in 4, B si C se introduc decat cate doua forte de legatura, care au
suporturile perpendiculare.

Fortele H,, V,, H. s1 V. sunt forte de legaturd exterioare. Fortele H; si
V, sunt forte de legatura interioare, fapt pentru care, pe cele doua cadre,
aceste forte s-au introdus de sensuri contrare, marimile lor fiind egale (fig.
5.10, a sib).

Sistemele de forte compuse din fortele efectiv aplicate si de legatura,
care actioneazda asupra celor doud cadre, formeaza sisteme de forte
coplanare. In consecintd, pentru fiecare cadru se poat scrie 3 ecuatii de
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echilibru, in total 6 ecuatii. Necunoscutele din aceste ecuatii le reprezinta
fortele de legatura, in numar de 6. Rezulta ca sistemul ecuatiilor de echilibru
poate fi rezolvat, el fiind un sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute.

3fa l“F
3F @
ZD —
A ¢
He g He
fv, = 15F PV = 2,5F
a)
Ifa 4F
a o a 2q
ZG VB = 2;54': VB a
A 3F
— il—
F= He Hr =4F
vr‘\. = 11-5F Vc = 2,5‘F
b) )
Fig. 5.10.

Rezolvarea acest sistem poate fi usuratd mult daca se foloseste
particularitatea sistemului de cadre, care consta in faptul ca cele doua
articulatii exterioare se afla la acelasi nivel (fig. 5.10, a). Prin introducerea
fortelor de legatura exterioare asa cum este prezentat in figura 5.10, a, se
poate aplica metoda solidificarii pentru determinarea fortelor ¥, si V.. Acest
lucru este posibil scriind ecuatii de moment in A4, respectiv C, pe intreg
sistemul, ecuatii in care vor apare ca necunoscute V., respectiv V,, deoarece
fortele H, si H- nu dau momente in raport cu cele doud articulatii exterioare.

(XM, (F)=0): 3Fa+4Fa+3Fa-Ve-4a=0 = V.=2,5F
(XM(F)=0): 3Fa—4F3a+3Fa+V, -4a=0 = V,=1,5F.

Inainte de a calcula celelalte forte de legitura se poate verifica
corectitudinea calculelor anterioare prin scriere ecuatiei de proiectie pe
verticala:
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(> pr(F)),,. =0) : 1,5F—4F + 2,5F =0.

Pentru determinarea fortelor H, si H, se scriu doud ecuatii de moment
in raport cu punctul B, dar pe cele doua corpuri separate.

(M, (F)), ,=0): 3Fa+15F2a-4Fa-H,-2a=0 = H,=

F;
(M, (7)), . =0): 3Fa+25F2a~H.-2a=0 = H.=4F.

Si aceste calcule se pot verifica prin scrierea unei ecuatii de proiectie pe
orizontald pentru toate fortele de pe Intreg sistemul (metoda solidificarii):

(> pr(F)),,. =0) : F+3F —4F = 0.

Pentru determinarea lui Hj si Vj, pe unul din cele doua corpuri se pot
scrie ecuatii de proiectie pe orizontald, respectiv verticala. Rezulta:

A S
((Zpr(}?;)vert)A_B ZO) i 1,5F—4F +Vy=0= V,=2,5F.

Verificarea acestor rezultate se face scriind doud ecuatii de proiectie,
similare cu cele precedente, dar pentru corpul B — C

(S pr(E),,.), . =0): F+3F-4F=0;

(> pr(F...), , =0):2.5F —2,5F =0
Teste

T.5.1. Conditia necesara pentru ca o grinda cu zabrele plana alcatuita
din #n noduri si b bare sa formeze un sistem indeformabil din punct de
vedere geometric este:

a)b<2n-3; b)b22n-3;
c)b<3n—-6; d)yb>3n-6.
T.5.2. Care din urmatoarele afirmatii este adevarata:

a) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura exterioare
formeaza un sistem nul;

b) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura interioare au
torsorul nul intr-un punct;

¢) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura exterioare au
torsorul nul intr-un punct;
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d) In cadrul unui sistem de corpuri fortele de legatura interioare

F l3F
a 5 a 6

Fig. 5.11. Fig. 5.12.
formeaza un sistem nul;

T.5.3. Pentru grinda cu zabrele din figura 5.11 efortul sectional din bara
5 -3 este:

a) Ns;=4F; b) N5, =5F;
¢)Ns;=3F;, d)Ns,=F.

Ve .
Fig. 5.13. : Fig. 5.15.

T.5.4. Pentru grinda cu zabrele din figura 5.12 efortul sectional din bara 3 —
4 este:

a) N;,=2F;  b) N,,=5F;
c)N,,=3F;, d)N;,=F

T.5.5. Pentru sistemul de cadre din figura 5.13 fortele de legatura
exterioare verticale din 4 si C au valorile:

a)V,=03F; V.=0,7F; b) V,=08F; V.=02F;
¢) V,=0,6F; V.=04F; d)yV,=0,1F;V.=0,9F.
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T.5.6. Doud bare omogene AB (fig.5.15) de lungime 2a si CE, de
lungime 2b si greutate O se pot roti intr-un plan vertical: prima in jurul
mijlocului sau D, a doua in jurul articulatiei C, situata pe aceeasi verticala
cu D la distanta CD = a. De capétul B al barei AB este legata o greutate P.
Bara AB sprijinindu-se cu capul 4 pe bara CE, o inclina din pozitia ei
verticala. In pozitia de echilibru unghiul CAD = o are valoarea:

a) o, = arcsing ; o, =0;
4Pa
. P
b) a, = arcsm—b; o, =0;
4Qa
c) o, = arccosQ—b ; 0, =0;
4Pa

d) o, = arcsinP—b ;0,=0.
4Qa
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NOTIUNI FUNDAMENTALE

1. NOTIUNI FUNDAMENTALE

In cadrul mecanicii teoretice corpurile au fost considerate ca fiind perfect
rigide. In realitate, sub actiunea fortelor exterioare si a miscarii, corpurile se
deformeaza si chiar se pot distruge producand pagube.

Partea mecanicii care studiazd mecanica mediilor deformabile este Mecanica
aplicata. Aceasta are drept obiect de studiu solidul perfect elastic, solidul perfect
plastic, mecanica fluidelor ideale si a celor reale.

Cu aspectele teoretice ale mecanicii aplicate se ocupa: Teoria elasticitatii,
Teoria plasticitatii si Mecanica fluidelor, iar cu problemele practice: Mecanica
constructiilor (adica Statica, Dinamica si Stabilitatea Constructiilor), Rezistenta
materialelor si Hidraulica.

Rezistenta materialelor, care are drept obiect de studiu efectele interne ale
fortelor aplicate asupra corpurilor deformabile, furnizeaza cunostintele necesare
proiectdrii §i exploatarii in deplind sigurantd si cu eficientd economica, a
constructiilor de orice fel, de la cele mai simple la aparate si masini extrem de
complexe.

1.1. CLASIFICAREA CORPURILOR

Elementele constitutive ale constructiilor, masinilor si utilajelor, prin care se
asigura functionarea, rezistenta si durabilitatea acestora, pe toatd durata de
exploatare, sunt modelate de Rezistenta materialelor drept corpuri solide sau
simple corpuri.

In functie de dimensiunile lor geometrice, in forma schematizati, corpurile se
impart In trei mari grupe: bare, placi si corpuri masive (blocuri).

1.1.1. Bare

Barele sunt corpuri care au o dimensiune (si anume lungimea) cu mult mai
mare decét celelalte doua (latimea si grosimea). Ele sunt caracterizate prin axa
longitudinala si sectiunea plana si dreapta (sectiunea transversald) (fig.1.1, a).
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Sectiunea transversala

\\k

v

Axa barei

a) b)
Fig. 1.1.

Sectiunea transversala rezultd din intersectia barei cu un plan perpendicular pe
tangenta la axa barei. Axa longitudinald (axa barei) reprezintd locul geometric al
centrele de greutate ale sectiunilor transversale ale barei. Dupa forma axei, barele
se clasifica in: bare drepte (axa barei este o linie dreapta, fig. 1.1, b), bare cotite
(axa este o linie frantd pland sau spatiald) si bare curbe (axa este o linie curba
plana sau stramba, fig. 1.1, a).

Dimensiunile caracteristice ale unei bare sunt: / — lungimea axei barei; b, h —
dimensiunile sectiunii transversale.

Pentru calculele de rezistenta, barele se schematizeaza prin axa lor, fapt ce
face ca ele sa fie numite si corpuri cu fibrd medie.

1.1.2. Placi

Corpurile care au una din dimensiuni, §i anume grosimea, mult mai mica decéat
celelalte doud (lungime si latimea), se numesc placi. Ele sunt caracterizate prin
suprafata mediana si prin grosimea / (fig. 1.2, a).

Grosimea /4, intr-un punct al placii, se masoard dupa directia normalei la
suprafata mediand, in punctul respectiv. Suprafata mediand este constituita de
locul geometric al punctelor ce marcheaza jumatatilor segmentelor de lungime 4.

Placile pot fi subtiri dacd & << [ §i h << [, caz in care ele se schematizeaza
prin suprafata lor mediana, de grosime medie sau placi groase.

In functie de forma suprafetei mediane, placile pot fi plane (fig. 1.2, b), cu
simpla curbura (fig. 1.2, ¢) sau cu dubla curbura (fig. 1.2, d).
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Suprafata mediana

b) N

hi2
hi2

P2
P1

d)

Fig. 1.2.

Dupa forma conturului suprafetei mediane placile plane pot fi: dreptun-
ghiulare, circulare, triunghiulare etc.

Daca raportul 4/p (p — raza de curburd) se poate neglija fatd de unitate, atunci,
placa este o placd subtire si poartd denumirea de membrand. Calculele de
rezistenta aferente placilor sunt mult mai dificile decat in cazul barelor.

1.1.3. Corpuri masive (blocuri)

Corpurile cu toate cele trei dimensiuni (lungime, latime, grosime) comparabile
sunt denumite corpuri masive sau blocuri. Aceste corpuri nu pot fi schematizate,
iar calculele de rezistentd, 1n acest caz, sunt deosebit de complexe.

1.2. CLASIFICAREA INCARCARILOR

Solicitarile exterioare care produc deformarea corpurilor sunt numite incarcari.
Din punct de vedere al calculului de rezistenta, incarcarile se clasifica in functie
de: suprafata pe care sunt distribuite, pozitia punctelor de aplicatie, variatia in
timp a intensitatii.

In functie de suprafata pe care se distribuie, fortele se impart in:

— forte concentrate, care se aplicd, teoretic, intr-un singur punct (fig. 1.3, a);

— forte distribuite pe o suprafata sau pe o linie (fig. 1.3).
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dlt;b z lumiul .ulllm

i

a) b)
Fig. 1.3.

Legea de variatie a fortelor distribuite dupa o line poate fi: constanta, liniara
parabolica etc. (fig. 1.3, b)

Fortele concentrate (£ si Q din fig. 1.3, a) se masoara in N, cele distribuite pe o linie
(fig. 1.3, b) in N/m, iar cele distribuite pe o suprafati (¢ din fig. 1.3, @) in N/m”.

In functie de pozitia punctelor de aplicatie, fortele se clasifica in:

— forte care se aplica pe suprafata corpului, provenind din interactiunea cu alte
corpuri;

— forte de volum sau masice (care provin din greutatea proprie a corpului) si
fortele de inertie.

In functie de pozitia in timp a punctelor de aplicatie, fortele se clasifica in:

— forte fixe, ale caror puncte de aplicatie riman mereu aceleasi pe toatd durata
aplicarii lor;

— forte mobile, ale caror puncte de aplicatie se schimba in timp.

Dupa variatia in timp a intensitatii fortelor, se disting:

— incarcari statice, la aplicarea carora nu este necesara luarea in considerare a
fortelor de inertie deoarece intensitatea fortelor creste suficient de incet, viteza de
incarcare fiind considerata, teoretic, egala cu zero;

— incarcdri dinamice, la aplicarea carora apar vibratii $i socuri.

In functie de efectele interne pe care le produc, incarcirile se impart in:

—incarcdri constante, la care efectele interne sunt aceleasi pe toatd durata
solicitarii;

—Incarcari variabile, la care efectele interne produse de acestea, variaza in
timp.



NOTIUNI FUNDAMENTALE

1.3. EFORTURI SECTIONALE

Daca se sectioneazd, cu un plan, un solid rigid actionat de un sistem de forte
aflat in echilibru (fig. 1.4, a), pe fetele celor doud corpuri astfel obtinute trebuie
introduse fortele de legaturad (egale si direct opuse) ce se manifestd intre punctele
ce apartin acestora. Sistemele fortelor de legatura ce apar pe cele doua sectiuni ale
corpului, reduse in centrele de greutate ale acestora, conduc la obtinerea unui

vector rezultant R si a unui vector moment rezultant A , care au cunoscute doar

punctul de aplicatie (fig. 1.4, b).

a)

Fig. 1.4.

In cazul unei bare aflate in echilibru sub actiunea fortelor exterioare (fig. 1.5, @)
prin sectionarea acestei cu un plan normal pe axa ei, se obtin doud parti, bara / aflatd
in stanga sectiunii i bara /7 aflata in dreapta sectiunii (fig. 1.5, a). 1zoland bara /1, pe
sectiunea transversala a acesteia trebuie introduse fortele de legaturd ce se manifesta
intre cele doud bucati de bara si care reprezintd efectul mecanic al partii inlaturate
asupra partii ramase. Acest lucru se realizeaza cu ajutorul torsorului acestor forte de
legaturd, calculat in centrul de greutate al sectiunii transversale considerate, To( R ,

M ). Descompunerea vectorului rezultant R si a vectorului moment rezultant A,
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pe axele sistemului de referintd adoptat (axa Ox are acelasi sens cu sensul de
parcurgere si este tangenta la axa barei in punctul O, axele Oy si Oz sunt cuprinse in
planul sectiunii transversale) conduce la obtinerea eforturilor sectionale.

Din descompunerea vectorului rezultant R rezulti urmitoarele componente:

N —numit efort axial sau forta axiald, este pozitiv cand este in sens invers axei
Ox, atunci cand este aplicat pe fata din dreapta sectiunii (cea 1n care axa Ox intra,
fig. 1.5, ¢) si 1n sensul axei Ox cand este aplicata pe fata din stanga sectiunii (cea
din care axa Ox iese, fig. 1.5, b), sau, mai general, cand trage de sectiunea pe care
se aplica.

Sensul de parcurgere
al barei

a)

"

b) <)

Fig. 1.5.

T, , T. — eforturi taietoare sau forte taietoare; sunt pozitive cand sunt in sens
invers axelor Oz, respectiv Oy, atunci cand sunt aplicate pe fata din dreapta
sectiunii (v.fig.1.5, ¢) si in sensul axelor Oz, respectiv Oy, cand sunt aplicate pe
fata din stanga sectiunii (fig. 1.5, b), sau, mai general, atunci cand rotesc pozitiv
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corpul pe care sunt aplicate.

M, — moment de rasucire sau moment de torsiune; este pozitiv cand vectorul
sdu este dirijat Tn sensul pozitiv al axei Ox, atunci cand este aplicat pe fata din
dreapta sectiunii (v. fig. 1.5, ¢) .

M,, M. — momente de incovoiere; sunt pozitive cand vectorii lor sunt dirijati in
sensul pozitiv al axelor Oy, respectiv Oz, atunci cand sunt aplicati pe fata din
dreapta sectiunii (v. fig. 1.5, ¢).

1.4. CLASIFICAREA SOLICITARILOR

In functie de particularititile sistemului de forte aplicat barei, intr-o sectiune
transversald oarecare a acesteia, pot exista unul, doud sau chiar toate eforturile
sectionale. Denumirea solicitdrii barei se stabileste in functie de eforturile
sectionale nenule.

Astfel, dacd in sectiunea barei apare numai forta axiald N solicitarea este de
intindere sau compresiune dupa cum N este pozitiv sau negativ. Solicitarea de
compresiune este definitd in acest caz numai pentru barele foarte groase, la care
pericolul pierderii stabilitatii echilibrului in starea deformatd a barei (flambajul)
este mic sau inexistent.

Daci in sectiunea transversald a barei apare, ca urmare a solicitarilor, numai
forta taietoare 7~ sau T, solicitarea este de forfecare pura.

Atunci cand in sectiunea transversald a barei apare numai momentul
incovoietor M, sau M., solicitarea este de incovoiere purd. Daca, pe langa
momentul incovoietor M. apare si forta tdietoare 7%, sau pe langa M, apare si T),
solicitarea este de incovoiere simpla.

Cand in planul sectiunii transversale, ca urmare a solicitérilor la care bara este
supusd, se dezvoltd momentul de rasucire M, solicitarea este numita torsiune sau
rasucire.

Aceste solicitdri sunt denumite generic solicitari simple.

Solicitarile in care in sectiunea transversala a barei apar doud sau mai multe
eforturi sectionale dintre N, M., M,, M. se numesc solicitari compuse. Dintre
acestea mentionam urmatoarele:

— incovoiere oblica sau dublad; in sectiunea transversald a barei apar eforturile
sectionale M. si M,;

— incovoiere simpla cu forta axiala; in sectiunea transversald a barei apar
eforturile sectionale N si M. sau N s1 M,;
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M,
Tvz T:vz
M, }
X T,
Nr g T yx ]v}"
M,

Fig. 1.6

— incovoiere dubla cu forta axiald; in sectiunea transversald a barei apar
eforturile sectionale N, M. si M,;

— incovoiere cu torsiune; in sectiunea transversald a barei apar eforturile
sectionale (M., M) sau (M, M,) sau (M, M,, M.).

Solicitarile placilor subtiri in baza carora se efectueaza calculul de rezistenta al
acestora se Tmpart in:

— solicitari in teoria de membrand, atunci cand pe sectiunile placii apar numai
eforturi sectionale de natura fortelor, cuprinse in planul suprafetei mediane (fig. 1.6, a);

— solicitdri 1n teoria de momente atunci cand pe langa eforturile de natura
fortelor apar si eforturi — cupluri (fig. 1.6, b).

1.5. TENSIUNI. TENSORUL TENSIUNILOR

Daca dintr-un corp raportat la un sistem de referintd xOyz se elibereaza o
particuld elementard de volum dV = dxdydz situatd intr-un punct oarecare P de
coordonate (x,y,z), pe fetele acesteia trebuie introduse actiunile particulelor
invecinate, rezultate din aplicarea fortelor exterioare asupra corpului si din
misgcarea acestuia. Aceste actiuni, ce se manifesta pe Intreaga suprafatd a fiecarei
fete a particulei, vor fi reprezentate prin forte distribuite pe aceste fete, care apar
ca forte efectiv aplicate pentru particula respectiva.

Fetele particulei fiind foarte mici se poate admite ca aceste forte se
repartizeazd uniform pe fiecare fatd a acesteia. Astfel, pentru fiecare fatd a
particulei, aceste forte uniform distribuite se pot reduce la o forti elementari AF,

aplicatd in centrul de greutate al fetei respective orientatd prin normala V.
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Identificarea fortei elementare AF, se face prin indicele Vv care reprezintd

normala la planul pe care se dezvolta aceasta forta.
Fortele elementare AF, sunt denumite eforturi elementare.

Rezulta ca, datoritd miscarii si fortelor exterioare aplicate asupra corpului, in
fiecare punct P(x,y,z) al acestuia se dezvoltd o stare de eforturi, cuprinzand toate

eforturile elementare AF, care apar pe diferitele suprafete elementare A4, ce apartin

(11)

a)

Fig. 1.7.

diferitelor plane, orientate prin normalele Vv, care contin punctul P.

Fie un corp raportat la un sistem de referintd xOyz si solicitat de un sistem de
forte in echilibru (fig. 1.7, a). Daca prin punctul oarecare P de coordonate (x,),z),
ce apartine acestui corp, se duce un plan de sectionare, se obtin doud corpuri / i I/
(fig. 1.7, b). Pe suprafetele, din planul de sectionare, ale corpului /, respectiv /I se
considerd un element de arie A4. Forta de legaturd dintre corpurile 7 si I/,
corespunzatoare elementului de arie A4 este reprezentatd de efortul elementar
AF, (fig. 1.8, b).

Deoarece efortul elementar AF, depinde de mdrimea A4, a suprafetei pe care se
aplicd, se poate elimina aceastd dependentd definind o marime vectoriala (fig. 1.8, @):

_ _AE,
PV—AIA}gnOU (1.1)

denumita fensiune totald. Aceasti marime este o mdrime tensoriald deoarece
depinde atat de efortul elementar AF, (care este o mdrime vectoriald) cat si de
orientarea elementului A4 data de versorul v .

14
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a) b)
Fig. 1.8.

Vectorul tensiune totald p, se descompune dupa directia versorului normalei v si

dupd o directie cuprinsa in planul elementului de arie A4 (fig. 1.8, a). In acest mod se
obtin doud componente: componenta G, denumita tensiune normald, dirijata dupa

versorul normalei vV si componenta T, , denumitd fensiune tangentiald, orientatd

dupa o directie oarecare cuprinsa in planul elementului de arie AA4.
Deoarece G, si T, sunt perpendiculare intre ele se poate scrie:

pl=cl+1. (1.2)

Daca se alege un sistem de referintd cu axele Oy si Oz cuprinse in planul
elementului de arie A4 si axa Ox dupa directia versorului v, astfel incat sa
formeze un triedru drept, atunci tensiunile ce apar in planul yOz sunt (fig. 1.8, b):

— o, — tensiunea din planul cu versorul normalei dirijat dupa axa Ox. Ea poarta
numele de tensiune normala si este pozitiva cand este orientatd in sensul negativ
al axei Okx;

— Ty §1 Ty — tensiunile tangentiale din planul cu versorul normalei dirijat dupa
axa Ox, paralele cu axele Oy, respectiv Oz. Ele provin din descompunerea
tensiunii tangentiale t, §i sunt pozitive cand sunt orientate in sensul negativ al
axelor in raport cu care sunt paralele.

Daca se va proceda analog si pentru planele ce au versorii dirijati dupa axa Oy,
respectiv axa Oz, se obtin cele noud componente ale tensorului tensiunilor in
punctul P, a carui forma matriceala este:

Gx ‘ny sz
T, = T, O, T, (1.3)
Trz yz GZ
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Fig. 1.9.

Componentele tensorului tensiunilor dintr-un punct P oarecare al unui corp,
pot fi vizualizate pe fetele unui element de volum elementar de forma unui cub cu
muchiile orientate dupa axele de coordonate asa cum este ilustrat in figura 1.9.

1.5.1. Teorema dualitatii tensiunilor tangentiale

Se izoleaza dintr-un corp o particuld elementara de forma tetraedrica (PBCD)
din punctul P(x,y,z) si se reprezintd tensiunile ce se dezvoltd pe fetele acesteia
(fig. 1.10).

Se considerd ca tensiunile au punctele de aplicatie in centrele de greutate ale
suprafetelor pe care se manifesta, adica in centrele de greutate ale triunghiurilor.
Fortele la care particula este supusd sunt fortele generate de tensiuni (a caror
marime se obtine inmultind valoarea tensiunii cu aria suprafetei pe care se
manifestd) si fortele masice. Greutatea particulei se poate neglija deoarece ea este
dxdydz

o cantitate mica de ordin superior (gpdV =gp ) fata de fortele date de

tensiuni (o dydz, 6 dxdz, etc.).
Sub actiunea acestor forte particula elementara este in echilibru.

16
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Fig. 1.10.

Daca se scrie o ecuatie de moment in raport cu o axa Oz, paralela cu axa Pz,
ce trece prin punctul de aplicatie al tensiunii totale p,, singurele forte ce dau

dxdz . dx . dy
0 ale cdror brate sunt 3 respectiv 3

yx

dy .
moment sunt T, -——— §1 T
2

Ecuatia de moment va fi in acest caz:
—— -1 —— =0. (1.4)

Rezulta:
Ty = Tyx (1 5)
Daca, prin analogie, se scriu Inca doua ecuatii de moment in raport cu axe O'x’
si Oy paralele cu axa Px, respectiv Py, ce trec prin punctul de aplicatie al
tensiunii totale p, se obtine:

Tyz = Tzy §1 Tox = Taz (1.6)

Relatiile (1.5) si (1.6) exprimd analitic feorema dualitatii tensiunilor
tangentiale care se enuntd astfel: pe doud plane perpendiculare unul pe celalalt,

17
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care trec printr-un punct oarecare P din interiorul unui corp, tensiunile tangentiale
se dezvolta 1n asa fel incat componentele lor perpendiculare pe linia de intersectie
a celor doud plane, sunt egale ca marime si simetric dispuse fatd de muchia
comund a celor doua plane.

In baza acestei teoreme se deduce cd tensorul tensiunilor T,, precizat de
relatia (1.3), este un tensor simetric fatd de diagonala principala si are numai sase
componente independente.

Dacd se noteaza cu p, vectorul tensiune totald din planul cu versorul

normalei dirijat dupd axa Px (fata PCD a tetraedrului din fig. 1.10) i, analog, p,

si p. tensiunile totale din planele ai caror versori sunt dirjjati dupd axa Py,
respectiv Pz, se poate scrie:

p, =01+ Ty +1. k;

D, =Tyx17+0y]_'+ryzk; (1.7)

p.=1_1 +szj+czk.

Deoarece vectorii tensiune totala exprimati prin relatiile (1.7) au
componentele orientate in sens invers axelor de coordonate, iar componentele

tensiunii totale p, = p,.i + pvy]_'+ p..k din planul cu versorul normalei vV, se

considera pozitive in sensul axelor de coordonate la care s-a raportat particula

.....

fortelor masice, capata forma:

pdz | 5 x5 d"dyjzo (1.8)

= dd-| 5
p v (p X 2 p y 2 z 2
si ea permite, prin proiectarea ei pe axele sistemului de referintd, determinarea
componentelor pyy, pvy, pv- In functie de componentele tensorului tensiunilor T, in
punctul P(x,y,z). Cunoscand aceste componente se poate calcula tensiunea totala

P, si deoarece planul pe care se dezvolta aceasta tensiune este un plan oarecare,

se deduce ca, in functie de componentele tensorului tensiunilor T, se poate
determina tensiunea totald pe orice plan ce trece prin punctul P. Rezulta ca
tensorul tensiunilor T, caracterizeazd complet stare de tensiuni dintr-un punct P
din interiorul unui corp.

18
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1.5.2. Tensorul tensiunilor in cazul barelor

Pentru bare cu sectiune constantd, in cadrul Rezistentei materialelor s-au
introdus anumite ipoteze care au drept scop usurarea considerabild a determinarii
componentelor tensorului tensiunilor.

Astfel, bara se considera ca fiind alcatuitd din fibre care nu se apasad si nu
luneca intre ele in directie normala pe axa ei.

Drept consecintd a acestei ipoteze in toate planele longitudinale tensiunile
normale §i tensiunile tangentiale perpendiculare pe axa barei sunt nule.

Fig. 1.11.

Daca se izoleaza o particuld elementard din punctul P din interiorul barei (fig.
1.11, a) pe fetele sale paralele cu planele sistemului de referintd apar numai
tensiunile Gy, Tyy, Tyx, Taz §1 oy, reprezentate in figura 1.11, b.

Rezulta ca in cazul barelor tensorul tensiunilor T are forma:

X » zx
T,=t, 0 0], (1.9)
T 0 0

ceea ce arata ca starea de tensiuni dintr-un punct oarecare din interiorul unei bare
este complet determinatd daca se cunosc tensiunile G,, Ty, T.. din planul sectiunii
transversale ce trece prin punctul respectiv.
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1.6. DEFORMATII SPECIFICE. TENSORUL DEFORMATIILOR
SPECIFICE

Sub actiunea fortelor exterioare efectiv aplicate si a miscarii fiecare particuld
din corp va suferi o deplasare (o translatie si/sau o rotatie) si o deformare cauzata
de migcare relativa intre punctele corpului.

in punctul P de coordonate (x, y, z), dintr-un corp aflat in echilibru, se considera
o particula elementara sub forma de cub cu laturile dx, dy, dz, orientatd dupa axele
sistemului de coordonate rectan-
gular Oxyz (fig. 1.12).

In urma aplicarii asupra
corpului a unui sistem de forte,
cubul se deplaseaza din pozitia
corespunzatoare punctului P in
pozitia corespunzitoare punctu-
lui P' si in acelasi timp se si 1P(x.)1.2) i
deformeaza, astfel ca muchiile
isi  modifica  lungimile si u v
pozitiile relative dintre ele (fig. 0 Y
1.12).

Daca se considerda numai o
fata a cubului care se deplaseaza
in planul sau (de exemplu fata
cubului paralela cu planul xOy fig. 1.13) se definesc ca deplasari marimile u si v.
Pentru definirea deformatiilor muchiilor elementare se introduce notiunea de
deformatie specifica liniara care este egald cu raportul dintre variatia lungimii unui
segment si lungimea ei initiald. In conformitate cu aceasti definitie, deformatia
specifica liniard a particulei elementare pe directia axei Ox este (fig. 1.13):

P

v

Fig.1.12.

o7 (dx+u+gudx—uj—dx 5
g =hh—ad X . (1.10)
ad dx ox

iar deformatia specificd liniara pe directia axei Oy
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ou
T u+—dy

v b, b, !
! yar
oV .
v+—dy VY
oy R Al dz
¥ . b ¢ v+ ?d.r
dj." [Siy
y d L
a dx |, u
f—— 1 + il” dx
ox
o -
X
Fig. 1.13.
- dy+v+@dy—v —dy
_ab,—ab oy _Ov (1.11)
! ab dy Oy '
Analog se poate scrie:
g, = (Z_vzv (1.12)

Concomitent cu modificarea lungimilor muchiilor, se produce si o modificare
a unghiurilor drepte (diedre). Variatia acestor unghiuri este definita ca deformatie
specifica unghiulara sau lunecare specifica. Aceasta este egald cu variatia, in
radiani, a unghiului format de doua muchii perpendiculare (sau, in caz general, a
doua drepte perpendiculare) si este pozitiva cand corespunde micsorarii unghiului
dintre directiile pozitive ale axelor.

in planul Oxy, cu notatiile din figura 1.13, deformatia specifica unghiulara Yay
provine din rotirea muchiilor ab, respectiv ad, in raport cu starea lor precedenta, si
este egald cu suma unghiurilor o si B. Se constata ca:

tgo =

O _ oy oy .
= = ; (1.13)
b, l+g,

dy+v+@dy—v dy+@dy
y oy
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(v+avdxj—v @dx v

d Ox ox
tgf=—2= = = . (1.14)
ady  qeiu+ Pav—u derMae 1E
ox ox

Deoarece ¢, si €, sunt neglijabile in comparatie cu unitatea, iar o §1 3 sunt
foarte mici, se poate scrie:

ou

o=—

I
P B—ax. (1.15)

Lunecarea specificd In planul xOy (micsorarea unghiului Zbad) in
conformitate cu cele prezentate anterior este:

ov Ou
=—+

=o+B=—+—. 1.16
Ty B== & (1.16)

Pentru celelalte plane de coordonate, procedand analog, deformatiile specifice

Fig. 1.14.

unghiulare au expresiile:

_Ow  0Ov. ou ow

_ow ., _Ou Ow 117
oy Oz Y 0z Ox (1.17)

T2

Se poate observa cd modificarea aceluiasi unghi drept se poate obtine prin
lunecarea a doud fete ale cubului elementar (fig. 1.14): fata ce are versorul
normalei dirijat dupd Oz se deplaseazd in sensul axei Oy si produce lunecarea
specifica v.,, iar fata ce are versorul normalei dirijat dupa Oy se deplaseaza in
sensul axei Oz si produce lunecarea specificd y,.. Cum cele doua deplasari produc
modificarea aceluiagi unghi drept rezulta ca:

Yyz = Yzy- (1.18)
22
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Prin analogie:
Yxy = Yyx 5 Vxz = Vax- (1 19)
Daca se considera deformatiile specifice liniare si cele unghiulare care se

produc in cele trei plane de coordonate care trec printr-un punct P din interiorul
unui corp si se pun intr-un tablou de forma:

. Vo Vi
2 2
T. = Ty g, Ve , (1.20)
2 ’ 2
Ve Ty €.
2 2

se obtine tensorul deformatiilor specifice proprii din punctul P(x,y,z). Acest tensor
este un tensor simetric fatd de diagonala principala in baza egalitatilor (1.18) si (1.19).

Observatii:

— Deoarece tensorul tensiunilor T, precum si tensorul deformatiilor specifice
Te sunt definite intr-un punct P(x,y,z) din interiorul corpului, componentele
acestora vor varia de la punct la punct, ele fiind functii de coordonatele punctului
in care se determina.

— Intre componentele tensorului tensiunilor T, si cele ale tensorului
deformatiilor specifice proprii T; exista relatii de cauzalitate ceea ce face ca ele sa
nu fie independente unele fata de altele. Aceste relatii de cauzalitate sunt de natura
fizica si caracterizeaza din punct de vedere mecanic materialul din care este
alcatuit corpul, ele stabilindu-se pe cale experimentala.

1.7. IPOTEZE DE LUCRU S| PROBLEMELE REZISTENTEI
MATERIALELOR

1.7.1. Ipoteze

Ipotezele utilizate de Rezistenta materialelor se Tmpart in doud categorii.
Prima categorie cuprinde ipotezele folosite in Mecanica teoretica si preluate de
Rezistenta materialelor, iar a doua categorie cuprinde ipotezele specifice
Rezistentei materialelor.
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In prima categorie este inclusa ipoteza independentei dintre spatiu, timp si
masd. De asemenea, se identificd materia cu substanta, se acceptd ipoteza
continuitatii precum si modelul de continuum pentru diferite corpuri din natura. In
rezistenta materialelor corpurile solide se considera perfect omogene si izotrope.

Din punct de vedere mecanic, ipoteza continuitdtii are unele implicatii importante:

a) In baza acestei ipoteze s-a introdus notiunea de efort elementar AF, (vezi
paragraful 1.5) pe baza careia s-a definit tensiunea totald p_ ;

b) Ipoteza micilor deformatii care stipuleaza ca deformatiile si deplasarile
particulelor ce alcatuiesc corpul sunt mici in raport cu dimensiunile acestuia.
Consecintele acestei ipoteze sunt: dependenta dintre deplasari si deformatii este
liniard; ecuatiile de echilibru se scriu pe forma nedeformatd a corpului ceea ce
conduce la o dependenta liniara intre eforturi si fortele exterioare si, In consecinta,
posibilitatea aplicarii suprapunerii efectelor pentru calculul eforturilor;

¢) Se considera cd deformatiile sunt elastice, adica reversibile (dispar odatd cu
inlaturarea cauzelor care le-au produs). Aceastd ipotezd permite aplicarea
suprapunerii efectelor pentru calculul deplasarilor, deoarece dependenta dintre
deplasari si fortele exterioare este liniara.

F
P QD |
F
X
Fig. 1.15. Fig. 1.16.

Aceste trei ipoteze sunt specifice Rezistentei materialelor si lor li se adauga
asa numitul principiu al lui Saint-Venant care se enunta astfel: un sistem de forte
aflat in echilibru, aplicat pe o zona restransad pe suprafata unui corp, influenteaza
starea de tensiuni si deformatii a acestuia numai in apropierea zonei de aplicare a
sarcinilor (v. fig. 1.15). Cu alte cuvinte, in punctul P din afara zonei hasurate,
suficient de departe de aceasta, (fig. 1.15) nu exista nicio stare de tensiune.

In cazul barelor, pe langa ipoteza admisa 1n paragraful 1.5.2, pe baza céreia tensorul
tensiunilor are forma (1.9) este admisa si ipoteza lui Bernoulli, denumitd ipoteza
sectiunilor plane, care se enunta astfel: o sectiune pland si normald pe axa barei Tnainte
de deformatie ramane plana si normald pe axa barei si dupa deformatie (fig. 1.16).
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1.7.2. Problemele rezistentei materialelor

Rezistenta materialelor are drept scop evaluarea structurilor sub solicitari
astfel incat exploatarea acestora sa se faca in deplind siguranta.

S-a vazut ca, in baza ipotezei continuitatii, sub actiunea fortelor exterioare si a
miscarii, in fiecare punct dintr-un corp se dezvoltd o stare de tensiuni, caracterizata
de tensorul tensiunilor T, (1.3) si o stare de deformatii, caracterizatd de tensorul
deformatiilor specifice T, (1.20) care variazd de la un punct la altul.

Pe acest model, rezistenta materialelor cautd evaluari cantitative privind
fenomenele care insotesc un proces considerat periculos sau inadmisibil in
exploatarea structurilor, cum este ruperea sau producerea si dezvoltarea unor
deformatii permanente mari.

Astfel se considera ca fenomenele periculoase nu pot apare daca:

— Intr-un punct al structurii tensiunea maxima efectiva nu depaseste o valoare
limita admisibila:

Gmax S Ga, (1.21)
in care o, este tensiunea admisibila;

— Intr-un punct al structurii deplasarea totalda maxima efectivd nu depaseste o
valoare maxima admisibila:

Amax = Vu® +v: +w? <A, (1.22)

in care A, este deplasarea admisibila;
— forta maxima de solicitare nu depéseste o valoare critica:

F
Fooax <, (1.23)
C

in care F,, este forta critica si ¢ coeficientul de siguranta.

Conditia (1.21) constituie conditia de rezistenta, (1.22) — conditia de
deformatie (rigiditate), iar (1.23) — conditia de stabilitate. Toate cele trei conditii
exprima problemele rezistentei materialelor si ele se concretizeaza in:

a) Dimensionarea structurilor. Pentru o structurd la care solicitarile si
caracteristicile mecanice ale materialului din care este facutd, sunt cunoscute, se
determind forma si dimensiunile acesteia astfel conditiile (1.21) — (1.23) sa fie
indeplinita;

b) Verificarea structurilor. O structura, definita ca forma si dimensiuni, la care
solicitarile si caracteristicile mecanice ale materialului din care este realizata sunt
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cunoscute, trebuie sa verifice conditiile (1.21) —( 1.23);

¢) Determinarea solicitarii maxime. Pentru o structurd, definitd ca forma si
dimensiuni, la care caracteristicile mecanice ale materialului din care este facuta,
sunt cunoscute, valoarea maxima a solicitarilor este cea care indeplineste conditii
(1.21) —( 1.23).

1.7.3. Coeficienti de siguranta. Rezistente admisibile

Valorile marimilor 6,, A, si F, se determind in functie de valorile maxime ale
tensiunilor, deplasdrilor, respectiv ale solicitarilor la care apar fenomenele
periculoase.

Daca intr-un punct din interiorul unui corp se produce fenomenul periculos,
atunci se considera cd 1n acel punct tensiunile au atins o valoare limita, adica s-a
atins starea limitd de tensiuni, care pentru o exploatare sigurd a structurii nu
trebuie depasita.

De exemplu, pentru o bara supusa static la intindere, starea limita este atinsa
atunci cand tensiunea maxima intr-un punct al sdu este egald cu rezistenta la
tractiune a materialului din care este facuta bara:

Omax = R . (124)

Datorita unor serii de factori care intervin si care pot modifica, independent de
vointa omului, tensiunea maxima efectiva este necesar ca intre rezistenta limita a
materialului si tensiunile maxime efective din timpul exploatarii sd existe o
diferentd. Aceasta diferenta poate fi mai mare sau mai mica, in functie de precizia
evaluarii factorilor care intervin. Dintre acesti factori ce introduc incertitudini
asupra tensiunii maxime Gpmax putem aminti: incertitudini in evaluarea fortelor
maxime, abateri de la dimensiunile prevdzute pentru piese si erori de montaj;
incertitudini asupra valorilor efective ale tensiunilor ca urmare a ipotezelor
simplificatoare pe baza cdrora au fost determinate. Pentru rezistenta la tractiune
R, amintim: neomogenitatea materialelor, posibilitatea reducerii in timp a
rezistentei materialului ca urmare a unor degradari prin coroziune, uzura, etc.

Prin definitie marimea:

c=—m (1.25)

se numeste coeficient de siguranta.
Rezulta ca tensiunea maxima efectiva trebuie sa aiba cel mult valoarea:
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— (1.26)

denumita si rezistenta admisibila.
La materialele ductile, ca limita de rezistentd se foloseste limita de curgere
aparentd, R,, caz 1n care:

G, =—¢. (1.27)

Metoda de calcul bazata pe conditia (1.21) este denumita metoda rezistentelor
admisibile.

1.8. ASPECTELE PROBLEMELOR REZISTENTEI
MATERIALELOR

Pentru rezolvarea problemelor Rezistentei materialelor prezentate 1n
subcapitolul 1.7, trebuie evaluate starile de tensiuni si deformatii ce se dezvolta in
punctele unei structuri. Pentru aceasta se folosesc cele trei aspecte ale problemelor
de rezistenta materialelor: aspectul static, aspectul geometric si aspectul fizic.

1.8.1. Aspectul static

S-a vazut ca intr-o sectiune curentd a unei bare, pe fata din dreapta sectiunii,
se dezvolta eforturile sectionale ce sunt reprezentate in figura 1.5, ¢. Pe de alta
parte, pe un element de suprafata d4 din aceeasi sectiune, se dezvolta tensiunea
totala p, (fig. 1.8, @) cu componentele G, Ty, T (fig. 1.8, D).

Fortele p dA alcdtuiesc un sistem de forte care trebuie sa fie echivalent, din
punct de vedere mecanic, cu sistemul de forte al carui torsor To( R, M, ) are drept
componente eforturile sectionale precizate in figura 1.5, ¢. Acest lucru conduce la:

R=[pd4
_w (1.28)
M, = [Fxp,d4

(4)
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in care 7 este vectorul de pozitie al elementului d4 fata de originea sistemului de
referintd ales.

In baza relatiilor (1.28) si in conformitate cu figura 1.17 se pot scrie
urmatoarele egalitati:

N=jG-dA; MXZI(TW'Z—TH'J/)dA;
(4) (&)

T.= [, d4 M, =—[o-zd4; (1.29)
(4) &)

fv:J.sz-dA; Mzzjc-ydA.

(4) (A)

Relatiile (1.29) constituie relatiile aspectului static la bare si ele definesc
legatura dintre tensiuni si eforturile sectionale.

Din analiza celor sase egalitati (1.29) rezultd determinarea tensiunilor intr-un
punct din interiorul unei bare in functie de eforturile sectionale se poate face
numai daci se cunoaste modul de variatie al acestora pe sectiune. In acest scop
este necesara studierea aspectele geometric si fizic.

1.8.2. Aspectul geometric

Aspectul geometric al problemelor de rezistenta materialelor este dat de
relatiile ce pot fi scrise intre deplasarile u, v, w si deformatiile specifice € si y.
Aceste relatii, in marea majoritate a cazurilor, se determind din conditii
geometrice obtinute In urma observarii modului de deformare a structurii sub
actiunea solicitarilor.

1.8.3. Aspectul fizic

In practica se constatd ci deformatiile corpurilor nu depind numai de fortele
care actioneaza asupra lor ci si de materialul din care acestea sunt alcdtuite.
Rezultd ca relatiile dintre componentele tensorului tensiunilor T, si tensorul
deformatiilor specifice proprii T, , care constituie aspectul fizic al problemelor
rezistentei materialelor, se determind pe cale experimentala.

Pentru ca in urma unei astfel de experiente sd se poatd desprinde anumite
concluzii utile este necesar ca aceasta sa indeplineasca urmatoarele conditii:

— 1n toate punctele corpului supus incercdrii (numit epruvetd) trebuie sa se
dezvolte aceeasi stare de tensiuni si de deformatii pe intreaga duratd a determinarilor;

— experienta efectuata trebuie sa fie cat mai simpla pentru ca rezultatele
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A

Fig. 1.17.

obtinute sa poatd fi comparabile ori de cate ori s-ar repeta si oriunde s-ar efectua,
in aceleasi conditii — de mediu si de incarcare a epruvetei,

— 1n urma efectudrii experientei sa rezulte date referitoare la caracteristicile
fizico-mecanice ale materialului din care este alcatuitd epruveta.

Experienta care indeplineste conditiile de mai sus este cea de intindere
monoaxiala uniforma (fig. 1.18, a), in care tensorul tensiunilor are numai
componenta o, =0o, cdreia 11 corespunde deformatia specifica liniard &, =¢
(fig. 1.18, b).

Se poate admite ca In zona calibratd dintre reperele B si C (fig. 1.18, a)
efectele prinderii epruvetei in bacurile masinii de incercare la intindere nu se fac
simtite si, deci, pe orice particuld cu fetele paralele, respectiv normale pe axa
epruvetei, se dezvoltd aceeasi stare monoaxiala de tensiuni (fig. 1.18, b) o = F/S,
unde F este intensitatea fortei aplicata la capetele epruvetei, iar Sy aria sectiunii
initiale a zonei calibrate a acesteia.

Se admite, de asemenea, cd alungirea specifica fiecarei particule, in directia
axei barei, este aceeasi si egald cu € =AL/Ly, unde AL este alungirea totald a
zonei calibrate a epruvetei (de lungime L) sub actiunea fortei F' de la capete.

Plecand de la valoarea F=0 si urmdrind valorile tensiunilor o si ale
deformatiei specifice €, graficul o — € pentru aceastd incercare de intindere
(fig. 1.18, ¢) poartd numele de curba caracteristica conventionala la tractiune
(CCCT). La majoritatea materialelor utilizate in realizarea constructiilor si
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maginilor, CCCT pe o anumitd portiune (OP in fig. 1.18, ¢) este liniara si se
exprima prin relatia:

c=(tana)-e=F-¢. (1.30)

Aceasta relatie este denumita legea [ui Hooke, pentru starea liniard de tensiuni
si aratd cd ¢ este proportional cu €.

Coeficientul de proportionalitate E(= tan o) reprezintd modulul de elasticitate
longitudinal al materialului din care a fost confectionata epruveta sau modulul lui
Joung de ordinul I si este o caracteristicd mecanica a materialului respectiv.
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2. DIAGRAME DE EFORTURI PE SRUCTURI PLANE
STATIC DETERMINATE ALCATUITE DIN BARE

Graficele care reprezinta variatia eforturilor sectionale, prezentate 1in
subcapitolul 1.3, in fiecare sectiune a unei bare sau al unui sistem de bare, sunt
denumite diagrame de eforturi.

Daca este posibila determinarea acestora din ecuatii de echilibru static atunci
sistemul este static determinat. Un sistem este static determinat atunci cénd
numarul necunoscutelor este egal cu numarul ecuatiilor de echilibru care pot fi
scrise. Daca solidul rigid este actionat de un sistem de forte coplanare atunci
pentru ca el sd reprezinte un sistem static determinat sunt necesare 3 legaturi
simple pentru a deveni corp cu legaturi complete. Legatura simpla este legatura
care rapeste corpului un singur grad de libertate corespunzator deplasarii pe
directia legaturii (fig. 2.1, a). Tipurile de legaturi pe care un sistem plan le poate
prezenta au fost studiate in cadrul Mecanicii teoretice si ele sunt:

v,
! v, A
A
A 7
; L§ : -
T T, :VA
a) b) c)

Fig. 2.1.

— reazemul simplu care impiedica deplasarea dupa o singura directie (in fig.
2.1, a punctul 4 care apartine solidului rigid nu se poate deplasa pe directia A—A4");
el se reprezintd ca 1n figura 2.1, b sau se schematizeaza ca in figura 2.1, ¢; din
punct de vedere mecanic, reazemul simplu poate fi inlocuit cu o singura forta de
legatura (de exemplu V), dirijatd dupa directia A4’, a carei marime este
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Fig. 2.2.

necunoscutd (punctul de aplicatie si directia fiind cunoscute, sensul initial este
ales arbitrar, cel real rezultand din conditiile de echilibru static).

— articulatia cilindrica sau articulatia pland (se mai numeste si reazem dublu)
impiedicd deplasarea dupd doud directii (in figura 2.2, a punctul 4 al solidului
rigid nu se poate deplasa dupa directiile A-A4" si A—A"" ); acest tip de legatura se
reprezintd ca in figura 2.2, a, sau se schematizeaza ca in figurile 2.2, b, c; o astfel
de legatura poate fi inlocuitd cu o fortd cu punctul de aplicatie In 4, care are ca
necunoscute marimea R, si directia prin unghiul o (fig. 2.2, b); aceste doud
necunoscute pot fi inlocuite de alte doud necunoscute, de aceeasi natura, si anume
de doua componente ale lui R4, perpendiculare intre ele: Hy si V4 (fig. 2.1, ¢).

Vak
~ x _
M IE_[_/ \MA
‘[—fl’ ”A ‘. \§‘A
Q77 L,
y
a) b)

Fig. 2.3.

— incastrarea plana care impiedicd deplasarea dupa doua directii si rotirile
dupa o directie normala la planul format de directiile deplasarilor impiedicate (in
figura 2.3, a punctul 4 nu se poate deplasa dupa directiile A-A4" si A-A", iar
solidul rigid nu se poate roti in jurul axei A—z); Incastrarea plana poate fi inlocuita
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cu doud forte de legatura H, si V4, perpendiculare intre ele si care au marimile
necunoscute $i un moment M, dirijat dupd o directie normald pe planul definit de
cele douad forte si care are, de asemenea, marimea necunoscuta (fig.2.3, b).

2.1. DETERMINAREA EFORTURILOR SECTIONALE
INTR-O SECTIUNE OARECARE A BAREI

Dacid o bara plana este actionatd de un sistem de forte coplanare cuprinse in
planul barei, atunci si legaturile sunt situate in acelasi plan cu fortele, asa cum se
poate observa in figura 2.4, @ unde bara a fost schematizata prin axa sa. De obicei
se considerd ci sistemul este situat in planul xOy. In aceastd situatie, intr-o
sectiune curentd 7, pe fata din dreapta acesteia — fata in care intrd axa Ox, figura
2.4, b — apar urmatoarele eforturi sectionale: N, T, si M, care, pentru simplificare,
se vor nota fara indicele z (fig. 2.4, ¢).

X
v

Fig. 2.4.

Prin sectionarea barei in punctul i se obtin barele / si I/, iar eforturile
sectionale din sectiunea efectuati se introduc ca in figura 2.4, c. In baza
reciprocitatii actiunii i reactiunii, eforturile de pe fata din dreapta sectiunii (fata i’
ce apartine barei /7, fig. 2.4, ¢), marcata de sensul pozitiv al axei x, care coincide
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cu sensul de parcurgere al axei barei, sunt egale si de sensuri contrare, fata de cele
de pe fata din stinga sectiunii (fata i"’ ce apartine barei /, fig. 2.4, ¢).

Sensurile pozitive ale eforturilor sectionale, atunci cand ne referim la fata din
dreapta sectiunii sunt, asa cum s-a precizat in subcapitolul 1.3: N si T — pozitive
cand sunt in sens invers axelor cu care sunt paralele, iar M este pozitiv cand are
vectorul dirijat in sensul axei Oz (fig. 2.4, b).

Daca bara din figura 2.4, a este in echilibru sub actiunea fortelor exterioare
efectiv aplicate si de legdtura atunci, dupa sectionare, barele / si I/ sunt in
echilibru sub actiunea fortelor exterioare efectiv aplicate si de legatura si a
eforturilor sectionale introduse. Din ecuatiile de echilibru care se pot scrie pentru
fiecare din cele doud bare obtinute in urma sectionarii, se pot determina valorile
eforturilor sectionale. Astfel, pentru bara / se poate scrie:

N+ (prF'), =0 N==) (prE"), = > (prF)_,
T+ (prF'), =0 sau T== (prF'), =) (prF'),; (2.1)
-M+Y MF' =0 M=) M,F'

pentru bara /1

~N+Y (prF"), =0 N=>(prE"), == (prE")_,
T+ (prF"), =0 sau {T=> (prF"), ==Y (prF")_, . (22
M+ M,F" =0 M == M,F/'

Rezulta:

N=>(prF"),==>.(prF") ,
T= Z(P”F,-[)y = —Z (prF")_, (2.3)
M ZZ MOF}I = _Z MOF:'”

Relatiile (2.3) se citesc astfel:

— forta axiald N este egald cu suma proiectiilor pe axa —x, a tuturor fortelor de
pe bara [ sau a celor de pe bara /7, luata cu semn schimbat;

— forta tdietoare 7 este egald cu suma proiectiilor pe axa —y, a tuturor fortelor
de pe bara / sau a celor de pe bara /I, luatd cu semn schimbat;

— momentul Tncovoietor M este egal cu suma momentelor fortelor de pe bara /,
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calculate fata de centrul de greutate O al sectiunii, sau a celor de pe bara I/, luata
cu semn schimbat.

Relatiile (2.3) exprimd legdtura dintre eforturile sectionale dintr-o sectiune
oarecare a unei bare si fortele exterioare efectiv aplicate si de legdtura ce solicita
bara. Ele pun in evidenta faptul ca eforturile sectionale sunt functii discontinui de
pozitia x a sectiunii, punctele de discontinuitate fiind: capetele barei, punctele de
aplicatie ale fortelor sau cuplurilor exterioare concentrate pe axa barei si punctele
unde incep si se termini fortele distribuite pe axa barei. In intervalele dintre aceste
puncte (denumite limite sau capete de interval), functiile de variatie a eforturilor
sectionale sunt functii continui.

Rezultd ca diagramele de eforturi sunt reprezentdrile grafice, pe fiecare
interval 1n parte, a acestor functii.

2.2. RELATIILE DIFERENTIALE INTRE EFORTURILE
SECTIONALE $I SARCINI

Se detaseaza din bara aflata in echilibru sub actiunea fortelor exterioare efectiv
aplicate si de legatura, la distanta x de origine, un element de bard de lungime dx,
prin doua sectiuni drepte (fig. 2.5, a) Pe acest element de bard va actiona forta
exterioara uniform distribuitd ¢ =q.i +q, Jj, iar in sectiunile de la capetele lui se

introduc eforturile sectionale: N, T, M in sectiunea situata la distanta x de origine

qydx
q M+dM
AR\ .QMM :
X dx L N+dN
dx T+dT
) Yy b)

Fig. 2.5.

si N+ dN, T+ dT, M + dM in sectiunea situata la distanta x + dx, toate introduse
cu semn pozitiv (fig. 2.5, b).
Ecuatiile de echilibru scrise pentru elementul de bara de lungime dx au forma:

(N+dN)-N+q dx=0
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(T+dT)~T +¢,dv =0 (2.4)

M+dM—M—T'dx—qxdx'%=O

Daca in ultima ecuatie (2.4) termenul qxdx-% se neglijeazd, el fiind

considerat o cantitate elementara de ordin superior, atunci rezulta:

a_

dx %

dr

=g 2.5
dy q, (2.5)
o _ -

dx

Deoarece, dupa cum s-a precizat, diagramele de eforturi sunt reprezentarile
grafice ale functiilor N =N(x), T = T(x), M = M(x) pe diferitele intervale ale barei,
relatiile (2.5) reprezinta pantele diagramelor respective in sectiunea x. Cu ajutorul
relatiilor diferentiale (2.5) se pot determina: alura graficului respectiv pe un
interval oarecare, valorile maxime sau minime ale efortului sectional pe intervalul
respectiv, precum si semnul unghiului dintre tangentele la cele doua ramuri ale
unei diagrame, din stAnga sau din dreapta unui punct de discontinuitate.

2.3. RELATII DE RECURENTA PENTRU EFORTURILE
SECTIONALE LA BARE DREPTE

Pe bara din figura 2.6, a s-a delimitat intervalul i—k. Daca se sectioneaza bara
in i, In aceasta sectiune apar eforturile sectionale reprezentate in figura 2.6, b care,
pentru fata din dreapta sectiunii, reprezintd torsorul tuturor fortelor, efectiv
aplicate si de legatura, care actioneaza asupra barei din stdnga sectiunii. Din punct
de vedere mecanic, aceste eforturi sectionale reprezintd efectul partii inlaturate
asupra partii rimase.

Eforturile de pe fata din dreapta sectiunii £ se pot determina in functie de
eforturile de pe fata din dreapta sectiunii 7 si de fortele exterioare, efectiv aplicate
si de legatura (fig. 2.6, b), cu urmétoarele relatii de recurenta:
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k
N, =Nl.+ZF_/.cosoc].;
i

k
T,=T,- ) Fsina,; (2.6)

k
M,=M,+TlI, —Z(Fj sina ),
j
Daca pe intervalul i-k actioneaza o fortd distribuitd (fig.2.7) eforturile intr-o
sectiune curentd x se determina astfel:
T =T —qgx; 2.7

X 1

2

M :M.+T.x—%. (2.8)

X l 1

Dacd forta tdietoare se anuleazd pe
intervalul i-£, din conditia 7, = 0 se obtine:

T.
xO =—= H (29)
q
care identificd sectiunea in care momentul
Fig. 2.7. incovoietor este maxim. Inlocuind valoarea lui

Xo in expresia lui M, din (2.8) se obtine:

T2
M, =M, +—, (2.10)
2q

relatie care permite determinarea momentului incovoietor maxim pe intervalul pe
care este distribuita forta distribuita g.
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2.4, DIAGRAME DE EFORTURI LA CONSOLE

Prin consold se intelege acea portiune a unei bare care are un capat liber. De
exemplu in figura 2.8 , a este reprezentatd o consold cu un capat liber 4 si un
capat incastrat D. In figura 2.9, a portiunea D—E a barei poartd de asemenea
numele de consola.

Pentru determinarea diagramelor de eforturi pentru consola din figura 2.8, a se
alege sistemul de axe de coordonate cu originea in 4, punctul cel mai din stanga al
barei. Axa x coincide cu axa barei si indicd sensul de parcurgere al acesteia, de la
stanga la dreapta. Alegand sensul axei y in jos rezultd ca axa z este perpendiculara
pe planul fortelor care actioneaza asupra barei si are sensul astfel incat sistemul
axelor de referintd sa fie un sistem drept.

Deoarece bara are un capat liber nu este neaparat necesar si se calculeze
fortele de legatura Vp si Hp precum si momentul Mp din incastrarea D, calculul
eforturilor sectionale N, T si M putindu-se face reducind fortele din urma
sectiunii situatd la cota x (fig. 2.8, a).

Capetele de interval fiind deja notate cu 4, B, C, D se trece la calculul
eforturilor sectionale tindnd seama de conventiile facute in subcapitolul 1.3 si de
relatiile de recurenta prezentate 1n subcapitolul 2.3. Fiindca bara se parcurge de la
stanga la dreapta, in sensul axei x, eforturile sectionale de pe fata din dreapta
sectiunii se determind prin reducerea tuturor fortelor din urma, adicd a tuturor
fortelor care se afla pe portiunea de bara parcursa.

Forta axiald N, calculatd pe fata din dreapta sectiunii in care se determina, are
urmatoarele valori la capete de interval:

N, =3qa, deoarece forta 3ga are sensul invers axei x;

N, = 3qa, deoarece intre sectiunile 4, si By nu exista nicio forta aplicata
barei care sd se proiecteze pe axa x;

N, = 3ga—5qa=—2qa, deoarece forta 5qa are sensul axei x;

N¢, =—2qa, deoarece intre sectiunile B, si €y nu exista nici-o forta aplicata

barei care sa se proiecteze pe axa x;
N. =-2qa+2qa= 0, deoarece forta 2ga are sensul invers axei x;

N, =0 deoarece intre sectiunile C; si Dy nu existd nici-o fortd aplicaté barei

care sa se proiecteze pe axa x.

39



DIAGRAME DE EFORTURI

ga g dga u
. b
AL X 51. .Hlll..ll‘_if:wl\_‘,_,:
390 |1 x [° 1l2 5qa 2qa 12/ 1r*’Hn )
2o 20 a v
o
1y 3ga
2
™) o >
2qa
3ga
® o
: —
™) 7

Fig. 2.8.

Forta tdietoare 7, calculatd pe fata din dreapta sectiunii in care se determina,
are urmatoarele valori la capete de interval:
T, = — qa, deoarece forta ga are sensul axei y;

T, = — qa, deoarece intre sectiunile 4; si By nu exista nicio forta aplicata barei

care sa se proiecteze pe axa y;
T, = — qa, deoarece sectiunea B, este situatd foarte aproape de B fapt ce

conduce la neglijarea sarcinii echivalente corespunzatoare fortei uniform
distribuite g pe intervalul B—B;
T.,= —qa — 2qa = -3qa, deoarece sarcina echivalenta fortei uniform

distribuite g pe intervalul B—C, 2ga are sensul axei y;
T, = —3qa, deoarece pe intervalul C;—C; nu exista nici-o fortd aplicata barei

care sd se proiecteze pe axa y, iar sectiunea C este situatd foarte aproape de C fapt
ce conduce la neglijarea sarcinii echivalente corespunzitoare fortei uniform
distribuite ¢ pe intervalul C,—C;
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T,, = —3qa, deoarece pe intervalul C;—D; nu exista nici-o forta aplicata barei
care sa se proiecteze pe axa y.

Momentul incovoietor M, calculat pe fata din dreapta sectiunii in care se
determina, are urmatoarele valori la capete de interval:

M, =0, deoarece sectiunea 4, este situatd foarte aproape de 4 astfel incat bratul

fortei ga este suficient de mic pentru a neglija momentul dat de aceasta forta;
M, =-qala= —2ga*, deoarece roteste negativ (are vectorul in sensul invers

axei z, axa care impreuna cu axele x si y formeaza un triedru drept — axa z in cazul
studiat are sensul de la cititor la foaiea de hartie);
M, = —2qgd’, deoarece sectiunea B, este situatd foarte aproape de B fapt ce

conduce la neglijarea momentului dat de sarcina echivalentd corespunzitoare
fortei uniform distribuite ¢ pe intervalul B—B;;

M. = —qa-4a — 2qa-a = —6ga’, deoarece sarcina echivalentd fortei uniform
distribuite ¢ este aplicatd la jumatatea intervalului B—C, iar momentul dat de ea
are vectorul in sensul invers axei z;

M. = —6qa”* + 4ga’= —2qad’, deoarece cuplul concentrat 4¢a” roteste pozitiv;

M, =—qa-5a —2qa-2a + 4qa2 = —5qa2.

Pentru trasarea diagramelor de eforturi se vor lua in considerare dependenta
dintre eforturi si sarcini precizate de relatiile (2.5).

Astfel pentru forte axiala N pe intervalul 4,—B, g, = 0 si deci, N este constant
avand valoarea 3qa (fig. 2.8, b). Analog pentru intervalele B,—C, si C;—Dy, pe care
forta axiald este constantd avand valorile — 2ga, respectiv zero.

Forta taietoare ramane constantd pe intervalele A4,—B;, respectiv C—Dj,
deoarece pe aceste intervale ¢, = 0 si are o variatie liniard pe intervalul B,—C,
interval pe care ¢, = g = const. (fig 2.8, ¢).

Deoarece pe intervalul 4,—B, forta taietoare este constantd 7' = ga, rezulta ca

dm . . . . VT
e = ga = const. si deci momentul incovoietor are o variatie liniara (fig. 2.8, d).

. dr d’M dT .

Pe intervalul B,—C; — =g = const. ceea ce conduce la —=-—=¢q, adica
dx dx dx

momentul incovoietor are o variatie parabolicd. Tangenta in B la parabola

respectiva face cu axa x acelasi unghi (are aceeasi pantd) cu dreapta ce reprezinta

variatia momentului incovoietor pe intervalul 4,—B, deoarece 7, =T, . Deoarece a

doua derivatd a momentului incovoietor este pozitivd acesta admite un minim.
Pentru ca forta tdietoare nu se anuleaza pe intervalul B,—Cj, valoarea minima a
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momentului incovoietor M nu se afla intre sectiunile B, si C). Pe intervalul C,—D,
momentul incovoietor are o variatie liniara deoarece, pe acest interval forta tdietoare
este constantd 7= —3ga. Dreapta care reprezintd variatia momentului incovoietor pe
intervalul C,—D are aceeasi panti ca tangenta la parabola in C| la valoarea —6ga’.

Observatii. Diagrama N prezintd un salt in dreptul unei forte concentrate in axa
barei, salt de marimea si in sensul acesteia, aga cum rezultd din figura 2.8, b 1n
sectiunea B a barei.

In sectiunea C a barei momentul incovoietor M are un salt in sensul si de
mérimea cuplului concentrat 4ga’.

Fortele de legitura din incastrarea D se pot determina pe baza diagramelor de
eforturi. Astfel, reducand fortele care actioneazd pe bucata de bara aflatd Tnaintea
sectiunii D, eforturile sectionale calculate pe fata din dreapta sectiunii, conform cu
relatiile (2.2), sunt:

NDI:—(—HD):OSHDZO;
T, =—(Vp) =-3qa = Vp=-3qa;
M, =—(-Mp )= —5qa* = Mp=—5qd’.

2.5. DIAGRAME DE EFORTURI LA GRINZI SIMPLU REZEMATE

Prin grinda simplu rezemata se intelege o bard dreapta care prezinta ca legaturi
un reazem simplu si o articulatie plana, asa cum se poate vedea 1n figura 2.9, a.

Originea sistemului de referinta se alege in punctul A4, situat la extremitatea
stAngd a barei, iar axa x sd coincida cu axa barei. In acest fel sensul de parcurgere
al barei este de la stinga la dreapta. Pentru a putea trasa diagramele de eforturi
sectionale este necesar ca mai intai sd se determine cel putin fortele de legatura
exterioare fie din articulatia 4, fie din reazemul simplu D. Se poate observa ca
forta orizontala H, se determind scriind o ecuatie de proiectie a tuturor fortelor
efectiv aplicate si de legatura pe directia axei barei:

Hy-3ga+qa=0= H,;=2qa.

Deoarece sistemul de forte care actioneaza asupra barei este un sistem de forte
coplanar se mai pot scrie incd doud ecuatii de echilibru. Se vor scrie ecuatii de
moment in raport cu punctele 4 si D fiindca, in acest fel, cele doud necunoscute
V4 s Vp nu apar simultan in aceeasi ecuatie. Astfel din ecuatia de moment in
raport cu punctul 4:
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—2,5qa* + 3qa-4,5a — Vp-6a + 2qa-8a =0,

rezultd forta de legaturd Vp = 4,5¢ga, iar din ecuatia de moment in raport cu
punctul D:

Vi-6a—2,5qa" — 3qa-1,5a + 2qa-2a =0,

rezultd forta de legatura V, = 0,5ga. Verificarea acestor calcule se poate face
scriind o ecuatie de proiectie pe o directie perpendiculard pe axa barei:

Vy—3qa+Vp—2qa=0,

care dupa inlocuire
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0,5ga —3qa +4,5ga —2qa =0

confirma corectitudinea rezultatelor.

Calculul eforturilor sectionale N, T si M la capete de interval se poate face, de
aceastd data, reducand fortele fie din urma sectiunii in raport cu care se determina
eforturile sectionale, fie din Tnaintea acesteia, dupa cum calculul respectiv este
mai mult sau mai putin complicat.

Astfel forta axialda A, considerand conventiile de semn precizate 1in
subcapitolul 1.3, are valorile:

NA2=—HA =-2qa,
Ny =-H,=-2qa;
NB2 =-H,=-2qa,
Ne =-H,=-2qa;
N. =-Hy+3qa=qa;

Ny, =qa;
Ny =qa;
N, =qa.

Forta taietoare 7 in corelatie cu conventia de semne facutd in subcapitolul 1.3
are valorile:

T, =Va= 0,5ga;
TB1 =V,4=0,5qa;
T, =Va= 0,5ga;
TB2 =V4=0,5qa;
T =Va= 0,5ga;
T, = V4=0,5qa;

T, =Vi—3qa=-25qa;
T\, = 2qa, (au fost reduse fortele din dreapta sectiunii);
T, =2qa.

Analog, momentul de incovoiere M are valorile:
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M, = 0;

My =V42a=0,5qga2a= qaz;
My = My - 2,5qga> =-1,5qd%;
M. =Vi2a —2,5qa2 = qaz;
M. =Vi2a —2,5qa2 = qaz;

M, =-(2qa2a)= —4qa*, (au fost reduse fortele din dreapta sectiunii);
M, =—-(2qa-2a)= —4qa’;
M, =0.

Cu ajutorul relatiilor diferentiale dintre eforturile sectionale si Tncarcari (2.5)
se poate trasa variatia eforturilor sectionale pe fiecare interval al barei.

Astfel, deoarece pe intervalele A—B si B—C nu exista sarcina distribuita n axa
barei, adicd ¢, = 0, forta axiala N ramane constantd cu valoarea —2ga; de
asemenea pe intervalele C—D si D—E pe care N = ga (fig. 2.9, b).

Forta taietoare 7' este constantd si are valoarea 0,5ga pe intervalul A-B
respectiv B—C deoarece pe aceste intervale g, = 0 (fig. 2.9, c). Pe intervalul C-D,

deoarece g, = g = const. = %, forta tdietoare are o variatie liniard de la valoarea
0,5ga la —2,5¢ga. De asemenea, T este constantd pe intervalul D—F si are valoarea
2qa pentru ca pe acest interval g, = 0 = % (fig. 2.9, ¢).

Momentul incovoietor M are o variatie liniara pe intervalul A-B (fig. 2.9, d)
deoarece % = T=0,5ga = const. La fel si pe intervalul B—C, cele doua drepte,

care redau variatia momentului incovoietor M avand aceeasi panta, deoarece forta
taietoare are aceeasi valoare, 7 = 0,5ga pe cele douad intervale. Pe intervalul C-D

. : . - d’M _dT
momentul incovoietor M are o variatie parabolicd deoarece —— =—— = — ¢ = const.
dx dx
Parabola respectivd admite o valoare maxima deoarece, pe acest interval, forta
taietoare se anuleaza. Aceastd valoare se determina cu relatia (2.10):

0,5ga)’ 2,5qa)’
Muex =—qa* + 0.39a)" _ —4ga® + (23qa)" _ -0,875qa*.
2q 2q
Parabola care reda variatia momentului incovoietor pe intervalul C—-D admite
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in C o tangenta care are aceeasi pantd cu dreapta ce reda variatia momentului

incovoietor pe intervalul B—C deoarece T, = T, , adica forta taietoare nu are salt

in B. In sectiunea in care momentul incovoietor are valoarea maxima Mpmax $i in
care T = 0 tangenta la parabola este paralela cu axa barei. La dreapta intervalului
C-D tangenta la parabold se obtine rotind antiorar o dreapta paraleld cu axa barei
ce trece prin valoarea — 4qa2 cu un unghi a carui tangenta tgo, = —2,5¢qa, iar la
stanga intervalului tangenta la parabola se obtine rotind orar o dreapta paraleld cu
axa barei care trece prin valoarea —qa2 cu un unghi a carui tangenta tga,; = 0,5ga.
Pe intervalul D—F variatia momentului Incovoietor este liniard deoarece pe acest
interval forta taietoare 7= 2ga = const.

Analizand diagramele se poate constata ca in dreptul unei forte concentrate,
perpendiculara pe axa barei, de exemplu forta de legdturd Vp, variatia fortei
taietoare redatd in diagrama 7 (fig. 2.9, c) are un salt in sensul si de marimea
fortei concentrate, iar variatia momentului incovoietor, redatd in diagrama M (fig.
2.9, d) are o schimbare brusca de panta.

Variatia momentului incovoietor M are un salt in sectiunea in care este aplicat
un cuplu de forte (vezi punctul B de pe bara, fig. 2.9, a). Saltul respectiv este de
marimea si in sensul cuplului de forte.

2.6. DIAGRAME DE EFORTURI LA CADRE

In cadrul sistemelor de bare intersectiile dintre acestea poarta numele de
noduri. Nodurile pot fi rigide (nodurile C si E din fig. 2.10, a), caz in care barele
adiacente lui nu au rotiri relative, sau articulatii (nodul D din fig. 2.10, a) atunci
cand rotirile relative dintre toate barele nodului sunt permise.

Prin cadru se intelege un sistem de bare care prezintd cel putin un nod rigid
(fig. 2.10, a).

Pentru a putea trasa diagramele pe cadrul din figura 2.10, a este necesar ca
mai Intdi sa se determine fortele de legdtura exterioare, adicd fortele din
articulatiile 4, respectiv F. Deoarece cele doud articulatii exterioare sunt la acelasi
nivel, fortele de legaturd V4 si Vp se determina scriind ecuatii de moment in F,
respectiv 4, pe intreg sistemul de bare (fortele de legatura H, si Hr nu dau
moment in raport cu punctele 4 si F).

V4-5a—qa2a—2qa-6a+ 3qa2 —3ga-1,5a=0 = V,=3,1qa;
—qa-2a —2qa-a + 3qa2 +3qga-3,5%a - Vy5a=0= Vr =19qa.
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Verificarea acestor calcule se face scriind o ecuatie de proiectie pe verticala pe
intreg sistemul:

Vi—2ga—-3qa+ Vir=0< 3,1ga — 5qa +1,9ga = 0.

Determinarea fortelor de legaturda H, si Hr se face, aplicind metoda izolarii
corpurilor, prin scrierea de ecuatii de moment in raport cu D, pe corpul 4-D
pentru H 4, respectiv pe corpul D—F pentru Hp.
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3,1ga-2a — Hy2a — 2ga-3a + 3qa2 =0=> H,=1,6qa;
3ga-1,5a + Hp-2a — 1,9qa-3a = 0 = Hr = 0,6qa.

Ecuatia de proiectie pe orizontald, pe Intreg sistemul:

—qa+H;—Hpr=0< —ga+1,6ga—0,6ga=0
confirma exactitatea calculelor.

In vederea trasarii diagramelor de eforturi se alege un sens de parcurgere
pentru fiecare bari a cadrului. In figura 2.10, a sensul de parcurgere a fost marcat
prin sagetile punctate situate sub axele barelor.

La fel ca in cazul barelor drepte, trebuie ca mai intai sa se determine valoarea
eforturilor sectionale la capetele de interval. Acest lucru se face prin efectuarea
unei sectiuni, in punctul in care se doreste sa se determine efortul sectional, si prin
reducerea tuturor fortelor fie din urma acesteia fie din fata acesteia prin raportare
la sensul de parcurgere ales.

Dupa determinarea eforturilor sectionale diagramele de eforturi se traseaza, pe
fiecare interval, in conformitate cu relatiile (2.5). In functie de sensul de parcurgere
al barei ales valorile pozitive se vor trasa deasupra axei barei, iar cele negative sub
axa acesteia pentru diagramele N si 7, iar pentru diagrama M valorile negative
deasupra axei barei, cele pozitive sub axa acesteia (v. fig. 2.10, b, ¢, d).

Toate observatiile facute anterior cu privire la diagramele de eforturi
sectionale la console si bare drepte raiman valabile si in acest caz.
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3. SOLICITARI SIMPLE ALE BARELOR DREPTE

3.1. INTINDEREA SAU COMPRESIUNEA SIMPLA

O bard sau numai o portiune din ea este solicitata la intindere sau compresiune
simpla atunci cand numai efortul axial N este diferit de zero.

In cadrul acestui capitol, prin compresiune simpla se intelege solicitarea la
compresiune a barelor la care pericolul pierderii stabilitatii echilibrului in starea
deformata este mic sau inexistent. Este cazul barelor foarte groase.

3.1.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Deoarece in planul sectiunii drepte a barei torsorul eforturilor sectionale este
compus numai din forta axiala N, relatiile de echivalentd ale aspectului static
(1.29) sunt (fig. 3.1):

N = J.GXdAio; szj(rxyz—txzy)dAzo;
(4) ®*)

T.=[r,d4=0; M, =—[c,zdd=0; (3.1)
(4) (A)

Ty:jrxszzo; MZ:IGXydA:O.
(4) @)

Pentru determinarea tensiunilor in functie de eforturile sectionale este necesara
cunoasterea modului de variatie a acestora pe sectiunea barei fapt ce implica
folosirea aspectelor geometric si fizic.

Pentru a stabili dependenta dintre deplasarile diferitelor particule ale barei si
deformatiile acestora — care defineste aspectul geometric — se traseazd, pe
suprafata exterioard a barei nedeformate, doua curbe directoare, la o distanta
foarte mica una fata de cealalta, dx (fig. 3.2, a). Aceste curbe pot fi imaginate ca
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