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In mod analog, din ecuatii de proiectie pe Py si Pz se obtin alte doua ecuatii,
care impreund cu prima formeazd urmadtorul sistem de ecuatii diferentiale de
echilibru:

aGr a’c}'x atzx

=+ + =0
ox oy 0z
0 0 0
o, On T g (4.1)
ox oy oz

0

ot, 01, N ds. _ 0
Ox oy oz

cunoscute sub numele de ecuatiile diferentiale de echilibru ale lui Cauchy.
In aceste ecuatii, tensiunile se considera calculate in punctul P(x, y, z).
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4.2. VARIATIA TENSIUNILOR iN JURUL UNUI PUNCT

In capitolul 3.4. atunci cand s-au analizat tensiunile pe sectiuni inclinate la
bare solicitate la incovoiere simpla, s-a definit starea pland de tensiuni si s-au
determinat tensiunile principale — relatiile (3.80) — si directiile acestora.

Sa consideram acum, un element de volum orientat dupd directiile principale
de tensiuni (fig. 4.2, a) si sa determindm tensiunile cp §i tp ce se dezvolta intr-un
plan ce trece prin punctul P(x, y, z) si care face unghiul 3 cu directia 2.

GzT dX

Fig. 4.2.
In acest caz formulele (3.76) devin:

C, +0 o, —
21 2 21

2 2

6, -0,

c
o 2 cos2B

(4.2)

Ty == sin 23

T : . A .
Pentru = 2 sin 23 = 1 si valoarea tensiunii tangentiale, in modul, este maxima:

G, -6,

2170 4.
[t = (43)

In planul in care tensiunea t este maxima, tensiunea normald ¢ are valoarea:

_0,+0,
2

GE
4

(4.4)
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Tmax

Fig. 4.3.

Rezulta ca tensiunile tangentiale maxime actioneaza pe planele bisectoare ale

planelor principale si un element de volum orientat dupd aceste plane arata ca in
figura 4.2, b.

O rezolvare grafica a variatiei tensiunilor in jurul unui punct a fost datd de
Mohr. El a plecat de la relatiile (3.76) pe care le-a ridicat la patrat si le-a adunat,

rezultand:
2 2
c_+0, .-G,
o,——— +ri =2 +ri) (4.5)
2 2 !

Relatia (4.5) reprezinta, in sistemul de coordonate cOt, ecuatia unui cerc

G .+0o
(cercul lui Mohr), avand centrul pe axa Oc de abscisa %, si raza

2
Gx_cy +T2
2 v

Acest cerc se reprezinta astfel (fig. 4.3):

c,+0,
2

(jumatatea segmentului BA4) care este centru cercului; pentru G, , ©, negative
segmentele corespunzitoare se iau in sensul negativ al axei Oc;
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— se reprezintd segmentul 44, = t,,, in sensul axei Ot daca t,, > 0 si in sens
invers axei Ot daca 1,, <0;

— punctul 4; fiind un punct de pe cercul definit de (4.5), cu centrul in C si raza
CA, se traseaza cercul lui Mohr. Acest cerc taie axa Oc in punctele S; si S, ale
caror abscise sunt o1, respectiv o, (fig. 4.3)

Intr-adevir, folosind cercul lui Mohr:

c,+0, c,—0C, ’ 5
c,=0S8,=0C+CS, = 5 —+ - = +1;

G, +0, c, -0, ? 5
6,=0S,=0C-5,C= r_ +1%,
2 2 .

care sunt identice cu relatiile (3.76).

In cazul stirii spatiale de tensiuni apar trei tensiuni principale 6, 6, 63 dupa
trei directii perpendiculare intre ele numite directii principale si trei tensiuni
tangentiale maxime, in sectiuni inclinate cu 45° fatd de directiile principale.

Grafic, variatia tensiunilor in jurul unui punct, in cazul starii spatiale de
solicitare, se reprezintd prin trei cercuri, ca in figura 4.4. Cercul de centru C;

. G, +0
avand OC; = —4——2

si diametrul 6| — o, reprezintd variatia tensiunilor in planul

determinat de directiile lui o, si o5.
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%1 7% (Celelalte

In acest plan apare o tensiune tangentiali maxima t, =+

G,+0

doua cercuri C; (avand OC, = T3 si diametrul o, — o3) si Cx(avand OC, =

G, + 0,4

5 si diametrul o, — o3) reprezintd variatiile tensiunilor in planele
determinate de o», o3 §i respectiv 61, o3. In aceste plane tensiunile tangentiale
. G,-C G,—-C
maxime sunt T, =+—2—2> 1, = i%

4.3. LEGEA GENERALIZATA A LUI HOOKE

In capitolul 1 atunci cind s-au analizat aspectele problemelor rezistentei
materialelor s-a aratat ca legatura dintre tensiunile & si T §i deformatiile specifice €
si y este de natura fizica. Pentru starea monoaxiald de tensiune s-a determinat, pe
cale experimentala, prin incercarea la tractiune, legea simplda a lui Hooke,
exprimatd de relatia (1.30). Pentru starea spatiald de tensiuni, obtinerea unor
rezultate concludente pe cale experimentala nu este posibila.

Functia liniara, T, = f{T), pentru materialele perfect omogene si izotrope, in
cazul deformatiilor mici si elastice, poate fi obtinutd pe cale deductiva
(matematica).

Se considera un element de volum cu latura egalad cu unitatea (fig. 4.5, a), pe
fetele caruia actioneaza tensiunile principale 61, 6, o3.

Deformatiile specifice ale elementului considerat pot fi calculate, admitand
suprapunerea efectelor, adica considerand ca solicitarea triaxiala a particulei poate
fi obtinuta prin suprapunerea a trei solicitari monoaxiale, aplicate pe rand pe cele
trei directii principale.

Astfel, actiunea independentd a tensiunii o, (fig. 4.5, b), pe baza formulei

(1.30), produce o alungire ¢; =% pe directia / §i doud contractii specifice

c c o . o
transversale &) = —ME‘, g = —HEI pe directiile 2 si 3, asa cum indica formula

(3.22).
Analog, din actiunea independentd a tensiunii o, se obtin deformatiile
specifice:
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3
O3
! X4
1 Gl"‘
1 .’
T ;‘
G2 1
~gn s 1
1
- L —
/
// C1
Ts,
1
a) b)
Fig. 4.5
(¢} (e} (¢}
"_ 21 . n_ 92, " _ 2.
gl =-n—r; &=—

2 5 3 = i L —
E E E
iar din actiunea independentd a tensiunii 3, deformatiile specifice:

(&) (¢ G

m_ 3. m_ 3. m_ 93

€ =—u ;&= ;o &3 :
E E E

Deformatiile specifice totale pe directiile /, 2, 3, suprapunand efectele, sunt:

1 n " 1
€ =g +¢& +¢g :E[Gl —(o,+03)];
! 14 m 1
€, =¢€,+¢€, +¢; =E[02—(03+G])]; (4.6)
1

m__

€, =¢; +&; +¢€; —E[G3—(Gl+62)].

Relatiile (4.6) reprezinta legea generalizata a lui Hooke raportata la directiile
principale de tensiuni.

Daca starea de tensiuni din punctul P(x,y,z) este definitd de tensorul

tensiunilor T, descris de relatia (1.3) legea generalizatd a lui Hooke este definita
de relatiile:
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1
e, =—[o,~wo, +06.);

E

€, = E[Gy —uo. +o,)l; (4.7)

€, = l[ -wo,+0c.)l;
z E z l"L X y >

Pentru tensiunile tangentiale t legea lui Hooke pastreaza forma simpla;
Tx)’ Tyz ‘sz
= ; - = —; o = . 48
Yo=50 YT o0 V=T, (4.8)

in relatiile de mai sus E este modulul de elasticitate longitudinal, G modulul
de elasticitate transversal, p coeficientul de contractie.

In cazul stirii plane de tensiuni, pentru care o.

generalizatd a lui Hooke este definita de relatiile:

T, = 0, legea

1 1
E =—(0_.—UO , SV:_G - Gx ’
X E( X u y) ) E( y l”l )

(4.9)
— 1 . — Txy .
82__ME(GX+G}1)’ YXy_ G >
sau fata de directiile principale de tensiuni:
€ = E(Gl —HO,);
&, = E(G2 —uo,); (4.10)

1
€= _HE(Gl +0,);

Din primele doua relatii (4.9) rezulta tensiunile principale 1, o, 1n functie de
deformatiile specifice principale €, €;, in cazul starii plane de tensiuni:

E
G, = I_Hz (g, +u-¢g,);

E (4.11)
G, 2—2(82 +U-g)
I-p
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6. TEORII DE REZISTENTA

Din cele prezentate anterior s-a vazut ca sub actiunea fortelor exterioare si a
miscdrii, In fiecare punct P(x,y,z) dintr-un corp, considerat continuu, omogen si
izotrop, se dezvolta o stare de tensiuni caracterizatd prin tensorul tensiunilor T,
sau mai sugestiv, prin tensorul tensiunilor principale

c, 0 O
T.=|0 o, 0], (6.1)
0 0 o,

in felul acesta starea de tensiuni poate fi privitd ca o intindere sau compresiune
triaxiala (dupa directiile principale de tensiuni).

Dacai solicitdrile exterioare depasesc o anumita limita, atunci intr-un punct din
interiorul corpului se poate dezvolta o stare de tensiuni care si conducd la
deformatii mari, ireversibile, sau chiar la rupere. Mecanica aplicatd nu poate
explica teoretic astfel de fenomene. Din aceasta cauza, deoarece in practica sunt
necesare evaludri cantitative privind aparitia fenomenului considerat periculos sau
inadmisibil, s-a introdus notiunea de coeficientul de sigurantd (asa cum a fost
definita in paragraful 1.7.3.

In cazul in care, intr-un punct ce apartine unui corp, se dezvolti o stare de
tensiuni triaxiald, definitd de tensiunile principale o), G», o3, coeficientul de
siguranta este:

S0 _O%p _Yp

c=2u_2w D (6.2)

G, G, G,

in care oy;, g2, Co3 este o stare de tensiuni in acel punct, asemanatoare cu cea
produsa de solicitarile exterioare, la care insd se produce fenomenul considerat
periculos sau inadmisibil. Starea de tensiuni 6¢;, Gg, Go3, este denumita stare de
tensiuni limita.

Pentru determinarea unei astfel de stari de tensiuni limitd este necesara
efectuarea de experiente. Cum in practicd acest lucru este imposibil, se recurge la
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asa numita feorie a starilor de tensiuni limita, prin care orice stare de tensiuni
dintr-un punct al uni corp se considera ca poate fi inlocuitd — din punct de vedere
al posibilitatii producerii fenomenului considerat inadmisibil sau periculos — cu o
stare de tensiuni mai simplad (de exemplu cu starea limita de la intinderea simpla),
denumitad stare de tensiuni echivalentd. Aceasta inlocuire se face pe baza unui
criteriu ipotetic de aparitie a fenomenului periculos.

Starea de tensiuni echivalenta trebuie sa poata fi usor de determinat pe baza de
experiente realizate in laborator. De asemenea, ea trebuie sd caracterizeze
materialul folosit din punct de vedere al comportarii acestuia sub sarcina. Starile
de tensiuni care indeplinesc aceste cerinte sunt:

— starea de intindere maonoaxiala: o; > 0, o, = 63 = 0, caracteristica Incercarii
la tractiune, pe baza careia s-a determinat CCCT.

— starea pland mixta (de forfecare purd): o; =1, 0, =0, 53 =—T.

Criteriul pe baza céruia starea de tensiuni reald dintr-un punct ce apartine unui
corp este inlocuita cu o stare de tensiuni echivalenta, mai simpla, va fi reprezentat
printr-un factor, considerat predominant la aparitia unei stari de tensiuni limita.
Expresia sa analiticd determinandu-se in functie de proprietdtile materialului,
proprietati determinate experimental.

Sa presupunem ca starea reald de tensiuni, intr-un punct oarecare dintr-un
corp, este caracterizata de valorile o}, 02, o3 ale tensiunilor principale din punctul
respectiv (fig. 6.1, a)

3
O3
'l o criteriu 1 la limita 1
I 4 1 |
1 Gl 1 1
G2 ¢ 02
=Sy 1 —— ~rsfan 1 —— S 1 ——
L= jcech L |- — —JOcch jck L _|---GCk

(y 2 ' e e
H Y 7/
,1/ VG3

a) b) ©)

Fig. 6.1.

In baza criteriului adoptat, se calculeazi valoarea factorului corespunzitor
G, In functie de tensiunile o), o, o3, valoare care este egala cu valoarea
tensiunii ¢ 1n starea monoaxiald de intindere echivalenta (fig. 6.1, b). Valoarea
limitd a tensiunii o, determinatd experimental pe baza Incercarii la tractiune (in
starea echivalentda monoaxiald de intindere) pe o epruvetd din acelasi material,
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este o;. Aceasta poate fi limita de curgere aparenta R,, sau rezistenta la tractiune R,,.
Comparand pe o, cu o (fig. 6.1, ¢), rezulta coeficientul de siguranta pentru
starea reala de tensiuni din punctul respectiv:
Oy

c=—k (6.3)
(¢}

ech

asemanatoare cu relatia (1.25) de la intinderea simpla.
Se constata cd tensiunea echivalentd poate fi reprezentata grafic, intr-un sistem
de coordonate trirectangulare (o}, 62, G3), printr-o suprafata de ecuatie

G = S (001,00,,03) (6.4)

unde G,,,G,,,0,,reprezintd valorile limita ale tensiunilor principale oy, 63, o3, in

punctul din corp unde se dezvolta starea respectiva de tensiuni. Punctele situate in
interiorul acestei suprafete corespund unor stéri de tensiuni care nu au atins limita,
deci unor coeficienti de siguranti supraunitari. In starea plani de tensiuni se
reprezinta intersectia suprafetei (6.4) cu planul 6, =0.

Referitor la factorul ce poate fi considerat predominant la aparitia unei stari de
tensiuni limitd, Incercarile de laborator efectuate pe epruvete solicitate la intindere
au relevat ca, in momentul ruperii, tensiunile ¢ si 1, deformatia specifica liniara ¢
si energia specifica de deformatie U, ating anumite valori corespunzatoare ruperii
materialului respectiv. Se poate concluziona ca ruperea, ca stare limita de tensiuni,
este caracterizatd de acesti patru factori care nu sunt independenti intre ei. Din
aceastd cauza la solicitarea de Intindere simpld (monoaxiald), pentru a defini o
stare limitd de tensiuni, este suficient sd fie definit unul din cei patru factori
mentionati, ceilalti rezultdnd implicit.

Ipoteza cd un anumit factor este predominat in atingerea stirii de tensiuni
limita si ca valoarea limitd a acestuia este cea de la intindere simpla, constituie o
teorie de rezistentd.

Teoriile de rezistentd se diferentiazd in functie de factorii alesi ca
predominanti n atingerea starii limitd de tensiuni si poartd numele acestor factori.

Urmatoarele teorii sunt cunoscute ca teorii clasice de rezistenta:

— teoria I sau teoria tensiuni normale maxime (75);

— teoria a II-a sau teoria deformatiei specifice maxime (7%);

— teoria a I1I-a sau teoria tensiunilor tangentiale maxime (77);

— teoria a [V-a sau a energiei specifice de deformatie (7%);

— teoria a V-a sau a energiei specifice de deviatie (7zp).

Valabilitatea acestor teorii, pentru o anumita stare de solicitare, este probata cu
ajutorul datelor experimentale.
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6.1. TEORIA TENSIUNII NORMALE MAXIME

Aceasta teorie se enunta astfel: starea limita (de curgere sau rupere) este atinsa
intr-un corp atunci cand tensiunea normald maxima in valoare absolutd este egala
cu tensiunea corespunzitoare aceleiagi stari limitd la solicitarea de intindere
simpla, si a fost formulata pentru prima data de Glileo Galilei in sec. XVIIL.

Deoarece orice stare de tensiuni este complet definitd prin tensiunile
principale 61, 62, 03, conditiile pentru a nu se depasii starea limita se exprima prin
relatiile:

—-0,50,50,;
-6, <0,<0,; (6.5)

-0, <0,<0,.

In sistemul de coordonate (o1, 63, G3), conditiile (6.5) reprezintd un cub cu
latura 2oy, iar pentru situatia plana de tensiuni (o3 = 0) un patrat (fig. 6.2, a).

c ol
y : B C ' B
ry C
9 «
; o - © 0 -
! A O] A 01
‘ ¢
. Oy »le Oy l D!L ao; oy ‘D
a) b)

Fig. 6.2.

Pentru verificarea acestei teorii s-au facut incercdri de laborator. Conform
acestei teorii ruperea s-ar produce atunci cand tensiunea maxima devine egald cu
rezistenta la rupere 6| = o,. Incercandu-se pietre, care la compresiune monoaxiala
au rezistenta de rupere G,, s-a constatat cd, supuse la presiune hidrostatica (adica
G| = G = 03 = p), rezistd mult mai mult decét la compresiunea simpla. Rezulta ca
numai tensiunea c; nu poate caracteriza corect starea limita a corpului.

O imbunatatire partiald a acestei teorii s-a obtinut prin considerarea pentru
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solicitarea de compresiune a limitei de rezistenti ¢, = ac, > o,; (o >1). In

acest caz suprafata limitd ramane tot un cub in spatiu, iar in plan un pétrat, insa
originea axelor nu mai este in centrul sau (fig. 6.2, b).

In concluzie, aceasta teorie de rezistentd poate fi folositd practic cu rezultate
satisfacatoare numai pentru stari de tensiuni de intindere.

Relatia de calcul, dupa aceasta ipoteza este:

O 1= Max [ |o1], oo, |o3] ] < o4 (6.6)

echl
pentru starea spatiala de tensiuni;
cyechI: max [ |Gl|, |62| ] < Ou (67)

pentru starea pland de tensiuni.

6.2. TEORIA DEFORMATIEI SPECIFICE MAXIME

Aceasta teorie a fost formulatd de Mariotte in sec. XVII si se enunta astfel: o
stare limitd este atinsd intr-un corp atunci cand deformatia specificd maxima
devine egald cu deformatia corespunzatoare aceleiasi stari limita la solicitarea de
intindere simpla.

In cazul unei stiri spatiale de deformatie caracterizatd prin deformatiile
specifice principale €, €, €3, conform legii generalizate a lui Hooke conditiile
impuse de aceasta teorie sunt:

, 1
_|8k| <g ZE[GI —wo, +0;)]<¢g;;
, 1
_|8k| <&, ZE[Gz —Wo; +0))]<¢g;; (6.8)

, 1
_|8k| S ZE[G3 —u(o, +06,)]<¢g,;

unde €] si & sunt deformatiile specifice limita in starea de compresiune, respectiv
intindere monoaxiald. Aceste conditii pot fi scrise si sub forma:

—-ac, <o, — (o, +0,)<0;;

-oo, <0, —u(o; +0,)<0,; (6.9)

—-ac, <o, — (o, +0,)<0;.
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Cum g, > g,> g3 atunci emax = € §i teoria a doua de rezistenta se scrie astfel
O =0 —W(0, +0;) <0, (6.10)

Aceasta teorie a avut in trecut o mare raspandire, care se explicad prin faptul ca
mireste zona stirilor limiti nepericuloase de compresiune triaxiald. Insa nici
aceastd teorie nu a fost confirmatd in toate cazurile experimentale, rezultatele
incercérilor facute pe materiale tenace, cum ar fi otelurile moi, nu au verificat-o.

6.3. TEORIA TENSIUNILOR TANGENTIALE MAXIME

Aceastd teorie a fost formulata de Coulomb (1773) si sub forma actuald de
Tresca In 1856. Conform acestei teorii de rezistentd starea limita este atinsa
intr-un corp, atunci cand tensiunea tangentiald devine egala cu tensiunea
tangentiala corespunzatoare aceleiasi stari limita la solicitarea de intindere simpla.

Cunoscand tensiunile tangentiale maxime:

G,—C G,—C G,—C
T, =t—2—3, ¢, =+ 3, g =41 2 (6.11)
2 2 2
si valoarea limitd la intindere
c
T, =—% (6.12)
(o)) A 2
e B C pentru a nu se depasii starea limita,
_______________ trebuiesc indeplinite conditiile:
. & -7, <1, <1,
Ay 0 4 - —-1,<1,<1,; (6.13)
1 -1, <1,<71,.
9
] Tinand seama de relatiile (6.11) si
D, By ' (6.12) conditiile (6.13) devin
D
< Ok P )

-0, <0,—-0,50,;
-0,<0,-06,<0,; (6.14)

Fig.6.3. —6,<6,-0,<0,.
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Pentru semnul egal intre termeni, relatiile (6.14) reprezintd o prisma
hexagonala avand ca axa trisectoarea o; = o, = o3. Intersectia suprafetei
exterioare a prismei cu planul o3 = 0, defineste zona limita corespunzatoare starii
plane de tensiuni, reprezentatd de un hexagon neregulat avand ecuatiile conturul
deduse din conditiile (6.14)(fig. 6.3):

Pentru cazurile practice, in care nu trebuie depdsitd rezistenta admisibild o,
teoria a IlI-a se poate scrie astfel:

G,,m = Max [ [o1 — 0|, |61 — 03], |62 — 03] ] £ 0. (6.15)

Pentru starea plana de tensiuni (o3 = 0) conditia de rezistenta (6.15) ia forma:

Opm = Max [ |61 — 02, [o1], [02] ] < 04 (6.16)

Teoria tensiunilor tangentiale maxime a fost confirmatd de rezultatele
experimentale, in special de incercarile efectuate pe materiale tenace. Aceasta
ipoteza a fost verificatd si de Incercarile de compresiune hidrostatica pe materiale
fragile. Din aceasta cauza, pentru calculele ingineresti de proiectare aceasta teorie
este recomandatd chiar dacd uneori conduce la o usoard supradimensionare a
elementelor proiectate.

6.4. APLICAREA TEORIILOR DE REZISTENTA LA BARE

Dupa cum s-a aratat in capitolul 1, tensorul tensiunilor in cazul barelor este
definit de expresia (1.9), avand componentele G, Ty, i T... In acest caz tensiunile
principale calculate cu relatiile (3.80) sunt:

=+

2
c o
o, = I
2 2
c o\
C,=—7 ol
2 2
Se observa ca, la bare, tensiunile principale sunt de semne contrare si deci
01:02 <0.

In acest caz conditiile de rezistenta (6.7), (6.10) si (6.16), dupa teoriile 75, T;
si T, capata formele:

(6.17)

22 2
unde T° =1, +7,..
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1

O = max [ Joul, |02 ] = = (o] +yo) +41° ) <o, (6.18)
1— 1

G, =0, — G, = 2“¢cg+ ;“Jo§+4r2gca (6.19)

Opm = Max [[01— 02 ] = 4 o, +41° <o, (6.20)

in cazul in care o, = 0 teoria T, nu are valabilitate, iar toariile 7, si 7% devin:
O =+ 1)< 043 (6.21)
Coenm = 2T < Ca; (6.22)

sau, sub forma utilizatd deja in acest curs:
Tmax S Td (6.23)

in care 1, = 0,770, pentru teoria 7; si 1, = 0,55, pentru 7.
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7. SOLICITARI COMPUSE ALE BARELOR DREPTE

Solicitarile compuse ale barelor drepte sunt solicitarile in cadrul carora
torsorul eforturilor sectionale se reduce la doud sau mai multe dintre
componentele N, M, M,, M..

In functie de eforturile sectionale care se dezvoltd intr-o sectiune oarecare a
barei, solicitarile compuse se identifica astfel:

— incovoiere dubld sau oblicd; in sectiunea transversald a barei existd
componentele M, si M;

— incovoiere simpla cu forta axiald; existd eforturile N, M, sau N, M;

— Incovoiere dubla cu fortd axiald; componentele care apar sunt N, M, si M.;

— incovoiere cu torsiune, atunci cand componentele care apar sunt M,, M,, sau
M, M., sau M, M,,, M..

Calculul tensiunilor si deformatiilor barelor drepte in cazul solicitérilor
compuse se va face prin suprapunere de efecte ca urmare a mentinerii valabilitatii

Fig.7.1.

ipotezei micilor deplasari si legii lui Hooke.
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7.1. INCOVOIEREA DUBLA SAU OBLICA

In acest caz in planul sectiunii transversale a barei apar componentele M, s1 M.
dirijate dupa axele centrale principale de inertie Oy, respectiv Oz (fig. 7.1). Cele
doud componente provin din descompunerea momentului de incovoiere M; a carui
directie face cu axa Oz unghiul o

M, = M; sin o; M, = M; cos a; (7.1)

7.1.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Daci se considera ca bara este solicitatd independent de fiecare componenta a
momentului de incovoiere M; atunci, in baza formulei lui Navier, pe sectiune se
dezvolta tensiuni ¢ care au o distributie liniara (fig. 7.2.) si a céaror valoare intr-un
punct P oarecare al sectiunii, de coordonate (y, z) se determina cu relatiile:

=——Lz o, =—2y; (7.2)

Prin insumarea celor doud tensiuni o, tindnd seama de semnul lor, se
determina valoarea tensiunii reale in punctul P:
» M M

c =G;Z+G;y=[—zy—]—yz. (7.3)

z y
Se poate observa ca tensiunea ¢ variaza liniar pe sectiune, avand valoarea zero
pe o dreaptd — axa neutra — care trece prin centrul de greutate O si a cérei ecuatie
rezulta din conditia ¢ = 0:
M M

Zy——>2=0.
1 Y 1

z y

Unghiul B pe care il face axa neutrd cu axa Oz se determina cu relatia:

1. M, |
tanlez—z-—'z—ztanoc. (7.4)
z I, M, 1

y z y
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Fig. 7.2.

Cand . > [, atunci B > o si axa neutrd are o inclinare fatd de axa Oz mai mare
decit inclinarea momentului M;. Dacd I. = I, (cazul sectiunilor circulare, patrate)
axa neutra coincide cu directia momentului incovoietor M;, iar bara este supusa la
incovoiere simpla.

Pentru a identifica punctele de pe sectiune unde se dezvolta tensiunile maxime
si minime, deci punctele cele mai departate de axa neutrd, se duc tangente la
conturul sectiunii, paralele cu axa neutra (fig. 7.2).

Valoarea acestor tensiuni se determind inlocuind in relatia (7.3) coordonatele
punctelor respective S1 (11, z1) $1.52 (32, 22):

M, M, M, M,
Omax =05, =5 V1~ Z15 Oupn =045, = 7 )’2_[’

max min
1 I

z ¥y z y

Zys (7.5)

7.1.2. Calculul de rezistenta

Dacd materialul din care este confectionatd bara are aceeasi rezistentd
admisibild o, la intindere si compresiune atunci conditia de rezistentd a unei bare
solicitata la incovoiere dubla este:

O =Max [|og |, |og | ] <00 (7.6)
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Deoarece, in general, sectiunea transversala a barei este caracterizata de mai
multi parametrii, relatia (7.6) nu poate fi transformatd Iintr-o relatie de
dimensionare. Din aceasta cauza dimensionarea se face prin incercari. Se adopta
anumite dimensiuni pentru sectiune si se verifica conditia (7.6). Daca aceasta este
indeplinita atunci dimensiunile sunt bune. in cazul in care conditia (7.6) nu este
indeplinitd cu dimensiunile adoptate, atunci acestea se majoreaza pana cand
conditia este verificata.

7.1.3. Cazul sectiunilor dreptunghiulare si al celor care se incadreaza
intr-un dreptunghi cu colfurile pline

Dupa cum s-a ardtat punctele S; si S, in care tensiunea ¢ are valori maxime,
respectiv minime, se identifica destul de greu, uneori chiar prin incercari repetate.
Existd insd situatii in care cele doud puncte se pot identifica usor si repede. Este
cazul sectiunilor dreptunghiulare si al celor care se incadreaza intr-un dreptunghi
cu colturile pline (U, I). La aceste sectiuni punctele S; si S, vor fi situate in doud
colturi opuse (fig. 7.3).

Valoarea tensiunilor maxime si minime este:

Mz Y
cYmax = cYS = + _’
Lw,ow,
(7.7)
Mz M)’
cSmin = GS == +— ’
’ w. I,
Folosind aceste valori, conditia de rezistenta (7.6) capata forma:
M M,
A P LA 78
/8 M| w,

Deoarece raportul W./W, poate fi apreciat (la sectiuni dreptunghiulare
W./W, = h/b, iar la profile U si I variazd intre 7 si 10) relatia (7.8) poate fi

utilizatd pentru dimensionare:
M _
1+ | ¥y | & — Wzdlm (79)
|M W,

Wnec — |Mz
z
Ga
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B M,
M, )
+
+
S
M’ ! Ms 7
w L= W,
v, Y + M,
y W-’
Fig. 7.3.

Calculul de dimensionare decurge in modul urmator:

— se alege valoarea raportului W./W, in functie de tipul sectiunii si se
calculeaza W cu formula (7.9);

— se determind dimensiunile sectiunii din conditia W= W™ si se verifici
conditia (7.8); daca aceasta nu este indeplinita, se modifica dimensiunile sectiunii
pana cand relatia (7.8) este verificata.

7.2. INCOVOIEREA SIMPLA CU FORTA AXIALA

Cele doud componente ale torsorului eforturilor sectionale care apar in planul
sectiunii drepte in cazul solicitarii de incovoiere simpla cu fortd axiald si anume
N, M. sau N, M,, sunt echivalente cu o fortd excentricd N al carui punct de

aplicatie se afla fie pe axa Oy, fie pe axa Oz. Daca in sectiunea transversala apar N
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‘ C
=\
on S,

b) c) d)
Fig. 7.4.

si M., atunci legatura dintre si aceste eforturi sectionale este:
N=N; M.=N-y (7.10)

unde y, este distanta de la punctul de aplicatie al fortei excentrice la axa z
(fig. 7.4, a).

7.2.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

D . g . . N
Forta axiala N produce pe sectiunea dreaptd a barei tensiuni G, = ) care sunt

constante in toate punctele sectiunii (fig. 7.4, b), iar momentul Incovoietor M,

. M e . -
tensiuni G,, :I—Z ycare au o variatie liniarda pe sectiune (fig. 7.4, ¢). Aplicand

suprapunerea de efecte in punctul P de coordonate (y, z) valoarea tensiunii totale
o se determina cu relatia:
N M
GP=G§+GZZ=;+ ]Zy, (7.11)

z

a carei variatie este redata in figura 7.4, d.
Din conditia ¢ = 0 se obtine ecuatia axei neutre
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y=e=—7F—, (7.12)

care arata ca axa neutra este paralela cu Oz (axa vectorului moment incovoietor in
acest caz), la departarea e de aceasta si situatd in partea opusa celei in care este

aplicata forta excentrica K.

Valorile maxime si minime ale tensiunii ¢ se regasesc in punctele S; si S, cele
mai departate de axa neutra si se determina cu relatiile:

N M. N M.
Os T T Os T

z z

V.. (7.13)

Daca axa Oz este axa de simetrie a sectiunii atunci yg = | Y5, | = Vinax
(fig. 7.5, a), si relatiile (7.13) capata forma:
N M M
cymax =cTS =3 Omin = O l =5 (714)

=—+ ’ min S, — - >
AW 4w,

Z

deoarece W, =

reprezintd modulul de rezistenta la incovoiere.

max

7.2.2. Calculul de rezistenta

Daca materialul barei are aceeasi rezistentd admisibild la intindere si
compresiune conditia de rezistentd pentru o bara dreapta solicitatd la incovoiere
cu fortd axiala este:

mq

G =Max [|og |, |og | ] <00 (7.15)

In cazul sectiuni oarecare nu este posibild o dimensionare directi deoarece in
relatia (7.15), in general, apar mai multi parametrii. Din aceastd cauza
dimensionarea se face prin incercdri: se alege o sectiune, se calculeaza tensiunile
cu relatiile (7.13) si se introduc in (7.15); dacd conditia de rezistentd nu este
indeplinita se modifica sectiunea pana cand este verificata relatia (7.15).

In cazul sectiunilor simetrice in raport cu axa Oz (fig.7.5) conditia de
rezistenta (7.15) capata forma:

—|N|+|M—ZSG (7.16)

ech — Y max A a’
z
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A
5 W,

£ M: M | ’U.J]
.....-...__é}. ..... -.-.-.-.i.:;E_.-.-.-.--.-.-. .
: -1.l:l-|'\.

Ny N N

al b cl dl
Fig. 7.5.
iar calculul de rezistenta decurge astfel:

— se face o predimensionare a barei la incovoiere simpla cu relatia (3.65);

— se majoreaza dimensiunea calculata pentru a tine seama si de forta axiala si
se face verificarea cu relatia (7.16);

— dacd nu este satisfacuta conditia (7.16) atunci se modifica sectiunea pana
cand aceastd conditie este indeplinita.

Sunt materiale care au o comportare foarte buna la compresiune si slaba la
intindere, ca de exemplu betonul armat utilizat la confectionarea fundatiilor. in
aceste situatii este necesar ca pe sectiunile elementelor de tip bara confectionate
din astfel de materiale si solicitate la incovoiere cu fortd axiald, s se dezvolte

numai tensiuni de compresiune. Cu alte cuvinte axa neutrd sd nu intersecteze
sectiunea, cel mult sa fie tangenta la ea.

De exemplu, pentru o sectiune dreptunghiulara (fig. 7.6, a) tindnd seama de
egalitatile (7.10) se obtine expresia tensiunii G:

G:%(l+li);° yj. (7.17)

mmn

Y
"l

5

- mimma o
=
A

In punctele extreme ale sectiunii, la y = +A/2, rezulta valorile:

o =N[1+8%]) (7.18)
AU h

min
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Gmin T oin
.
O = mI
: =
4—@ e e e e e
| o
P, =
;N |
v al
' 7 O max 2N
Gm = —
4
a) b) c) d)
Fig. 7.6.

Se constatd ca, daca forta normald excentrica N este aplicata in intervalul
yoe(—h/ 6,+h/ 6), adicd 1n interiorul segmentului PP, (fig 7.6, a), care

constituie treimea mijlocie a sectiunii, axa neutrd nu intersecteaza sectiunea si

. . . h .
tensiunile pe sectiune au acelasi semn (fig. 7.6, b). Pentru y, = 6 axa neutra este

tangenta la sectiune (fig. 7.6, ¢), iar tensiunile au valorile Gpin = 0 $1 Omax =2N/ 4
valoarea maxima a tensiunii fiind intotdeauna de aceeasi parte cu punctul de
aplicatie al fortei normale excentrice S, Daci y > h/6 sau y, > —h/6, adici forta

normala excentricd S este aplicata 1n afara treimii mijlocii a sectiunii, axa neutrad
taie sectiunea la ordonata e determinata cu relatia (7.12) (fig. 7.6, d).

7.3. INCOVOIEREA DUBLA CU FORTA AXIALA

In acest caz, in orice sectiune dreapta a barei, sau a unui tronson dintr-o bara,
eforturile sectionale se reduc la efortul axial N si la momentele incovoietoare M,
si M., sau la o fortd normala excentrica Waplicaté intr-un punct de coordonate yy,

2o (fig. 7.7). Intre forta Nsi eforturile sectionale N, M, si M. exista relatiile:
N=N,M.=N-yy; M,=-N-z,. (7.19)
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Fig.7.7.

7.3.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Sa consideram ca forta excentrica N este pozitionatd astfel incét reducerea sa

in centrul de greutate al sectiunii conduce la eforturile sectionale N, M. si M,
pozitive, asa cum se poate observa in figura 7.8.

Deoarece eforturile sectionale N, M. si M, produc tensiuni o, aplicand
principiul suprapunerii eforturilor, Intr-un punct oarecare P de pe sectiune se va
dezvolta tensiunea:

P P P p N M, M
o =GN+GMZ+cMy=Z+ i ~y—1—y~z. (7.20)

z y

Din conditia ¢ = 0 se obtine ecuatia axei neutre, care se pune sub forma:
z
LiZo (7.21)
o4

ale carei taieturi y;, z; se exprima prin formulele:

N I N 1
=——- = =——. 7.22
VA M, 4 7:22)
Tinand seama de relatiile (7.19) taieturile axei neutre se pot scrie astfel:
| 1 7
y=——E; g =——.E, (7.23)
v, 4 z, A
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Fig. 7.8.

Deoarece aria 4, si momentele de inertie axiale /, si L. sunt intotdeauna
pozitive, se observa ca taieturile axei neutre (y;, z;) si coordonatele punctului de
aplicatie al fortei normale excentrice (yy, z9) sunt de semne contrarii. Din aceasta
cauza axa neutra si punctul de aplicatie al fortei excentrice sunt situate in cadrane
opuse (fig.7.8).

Pentru identificarea punctelor de pe sectiune in care tensiunile ¢ au valori
maxime, se calculeazd mai intdi coordonatele (yy, zo) ale punctului de aplicatie al
fortei excentrice, apoi, cu relatiile (7.23), taieturile axei neutre. Dupa trasarea axei
neutre, se duc tangente la conturul sectiunii transversale, paralele cu axa neutra si
se identifica punctele S; si S», care sunt punctele cele mai solicitate de pe sectiune.

In aceste puncte tensiunile sunt:

o N M, M,
— — . —_—— Z
4L s I,
' (7.24)
o N M. M,
— — —— —_—— nZ
%= 1. Vs, Iy s,
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7.3.2. Calculul de rezistenta

Valorile tensiunilor o si o nu trebuie sa depaseasca valoarea tensiunii

admisibile a materialului din care este confectionata bara:

O =Mmax [|og |, |og | ] <00 (7.25)

max

Deoarece conditia de rezistenta (7.25) nu pot fi transformatd in formuld de
dimensionare, proiectarea barelor supuse la incovoiere dubla cu fortd axiald se
face prin incercéri: se aleg anumite dimensiuni pentru sectiune si daca conditia de
rezistentd nu este Indeplinitd acestea se modifica pana cand aceasta este
indeplinita corespunzétor.

Ca si in cazul solicitarilor de incovoiere dubla si incovoiere simpla cu forta
axiald, in cazul sectiunilor dreptunghiulare punctele S; si S, sunt situate in doua

colturi opuse ale sectiunii (fig. 7.9). In aceasta situatie, deoarece Vs, = Vinax = ‘ Vs,

Gmax

x

TN
TR

J|&
|
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s ‘z Sl‘ = Z,4 = Zg, » tensiunile in punctele cele mai solicitate sunt:

M, M
o N M M. G N MY (7.26)
AW, 4w,

Daca materialul din care este confectionatd bara are aceeasi rezistentd
admisibila la intindere si compresiune, conditia de rezistenta (7.25) devine:

, :m+|z\4_2+\1\4_y < 6. (7.27)
AW !

Pentru sectiuni circulare, patrate si dreptunghiulare, la care se da raportul 4/b,
sau pentru sectiuni compuse a cdror geometrie depinde de un singur parametru,
conditia (7.27) se transforma pentru dimensionare intr-o ecuatie de gradul trei.

Calculul practic de dimensionare cuprinde urmatoarele etape:

— se neglijeaza efectul fortei axiale si se face o dimensionare la incovoiere
oblica cu formula (7.9);

— se adopta dimensiunile sectiunii tinind seama de influenta fortei axiale si a
raportului W./W,, dupd care, obligatoriu, se face verificarea conditiei de rezistenta
(7.27).

7.4.INCOVOIEREA CU TORSIUNE A BARELOR DREPTE CU
SECTIUNE CIRCULARA

O bard este solicitatd la incovoiere cu torsiune atunci cand in sectiunea
transversald a sa apare pe langd momentul de torsiune M, cel putin unul din
momentele de Incovoiere M, si M..

7.4.1. Distributia tensiunilor pe sectiunea dreapta a barei

Deoarece 1n cazul sectiunii circulare orice axa care trece prin centrul O este o
axa de simetrie si deci implicit axd centrald principala de inertie, momentele M, si
M se compun si formeaza momentul de incovoiere M,, a carui directie este chiar
axa neutra (fig. 7.10, a). In consecinti incovoierea este intotdeauna simpla si din
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Fig. 7.10.

distributia tensiunilor ¢ (fig. 7.10, b) rezultd ca in punctele S; si S» se dezvolta
tensiunile maxime, respectiv minime ale caror valori sunt:

M,
min| =—= > (72’8)
w.

1

cSmax = |G

unde W; = nD*/32 reprezinta modulul de rezistenta la incovoiere.

Tensiunile tangentiale t produse de momentul de torsiune M, au valori
maxime pe conturul sectiunii si o variatie liniard pe orice diametru al acesteia.
Deci, in punctele S; si S,:

= (7.29)

unde W, = 1D’/16 reprezintd modulul de rezistenta la torsiune.

Se constatd ca in cazul Incovoierii cu torsiune se dezvoltd atat tensiuni o cat si
tensiuni 1, fapt ce conduce la utilizarea teoriilor de rezistentd la calculul de
proiectare sau verificare.

7.4.2. Calculul de rezistenta

Deoarece in punctul S; se dezvolta atat Gpnax cat $i Tmax, In acest punct se va
calcula o.,. De exemplu in baza teoriei de rezistenta T, (teoria a IlI-a) aplicata la

bare:
c,, =Vo’+41% . (7.30)

ech —
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Daca 1n (7.30) se introduc expresiile 1ui Opax Cat §1 Tmax rezulta:

(7.31)

Coeficientul K7y este in functie de teoria de rezistenta utilizatd pentru calculul
lui Oech-
Conditia de rezistenta (7.31) poate fi utilizata pentru dimensionare:

VVinec — %KT — VVidim (732)
o T

a

De multe ori 1nsd, pe langa conditia de rezistentd (7.31) se impune si o
conditie de rigiditate de forma (3.114). Daca se constatd ca dimensiunile sectiunii
nu verifica conditia (3.114) atunci dimensionarea barei se va face astfel:

nec Mx dim
Y (7.33)

(e

reprezintd momentul de inertie polar al sectiunii barei.

4

unde Ip =

Probleme rezolvate

P.7.1. Bara ABCD din figura 7.11, a este actionata de forte concentrate atat in planul xOy cét
si in planul xOz si are sectiunea in forma de I (fig. 7.11, b). Stiind ca F = 1,2 kN, a = 0,8 m si
6, = 150 N/mm’ si se dimensioneze economic bara si si se traseze variatia tensiunilor o in
sectiunea B.

Trebuiesc trasate mai intdi diagramele de eforturi. Se determina diagrama M. (fig. 7.11, ¢) cu
fortele din planul xOy si diagrama M, (fig. 7.11, d) cu fortele din planul xOz (in fig. 7.11, d, axaz
este orientatd in sus pentru a pastra conventia de semne pentru momentele Incovoietoare §i in
planul xOz).

Dimensionarea barei se face cu valorile eforturilor sectionale din sectiunea periculoasa.
Sectiunea periculoasd poate fi in C, unde M. = 5Fa este maxim, sau in B unde M, = 2Fa este
maxim. Din aceastd cauza dimensionarea se face cu valorile eforturilor sectionale din C si apoi se
va verifica §i sectiunea B.

Deoarece in sectiunea C, M, = 5Fa > | M, | =2F a, pentru o dimensionare economica sectiunea
barei trebuie asezatd astfel incat /. > I, ca in figura 7.12.

Dimensionarea se face cu relatia (7.9), care implicd cunoasterea raportului W./W,. Pentru
aceasta se calculeaza momentele de inertie axiale ale sectiunii barei:
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Fig. 7.11
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N 2
Omax = 138,5 N/mm

10,35 N/mm?

10,35 N/mm?

N
128,15 N/mm? 128,15 N/mm>

v
Fig. 7.12.
3 3
[=2 M+9z~2z-(16z)2 +%=11478t4;
3 3
1,=22 'l(jt) NELR TR

Deoarece | YVmax | =17t si |Zmax| = 4,5t modulele de rezistentd la incovoiere pentru sectiunea
considerata sunt:

_11478¢*

z

4
2550 _ 545550

=6751761>; W, =

si deci
W. 6751761

W, 54,555

y

=12,376.

Aplicand formula (7.9) se obtine:

M , .1.2-10%)-
i I L)z 20

W nec __ |MZ
z

o, M| w, 150

Din egalitatea W = W™ rezulti:

3
. 111,2064-10 — 5.48 mm.
675,176
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Se adopta ¢ = 5,5 si se face verificarea calculelor:

[ M, 12-10%).
:u[Hu W:]:w@%m@:148,5N/mmz<ca_

| M w 675,176-5,5°

)
Deoarece in sectiunea B:

oo (2-1,2-10%) - (800)

1+ 2. 12,376 | = 228,62 N/mm? > o,
675,176-5,5° 2

dimensionarea barei se va face cu valorile eforturilor sectionale din sectiunea B:
~(2:1,2-10%)-(800)

Wzne('
150

(1 +§-12,376] =171,2128-10° mm’.

Din egalitatea W = W™ rezulti:

171,2128-10°
t= |————— =6,3mm.
675,176

Se adopta ¢ = 6,5 mm, dimensiune care verifica conditia de rezistenta:

3
Ol = w[l £ 2. 12,376) =138,5 N/mm’ < G,
675,176-6,5 2

Distributia tensiunilor ¢ corespunzitoare eforturilor sectionale M. = —2Fa, M, = —2Fa, din
sectiunea B, este redata in figura 7.12. Unghiul B pe care 1l face axa neutrd cu directia axei z se
calculeaza cu relatia (7.4):

I 11478t* —2Fa
tanff =—-tana = ok
1 2455t —2Fa

y

=46,753 = B=88°46".

P.7.2. Consola din figura 7.13, a este confectionata dintr-un profil cornier cu bratele egale
L 150 x 150 x 14. Sa se determine F),,, pentru orientarea sectiunii barei ca in figura 7.13, b si
sporul de sarcind ce se obtine daci forta F actioneaza dupa axa cu moment de inertie minim (fig.
7.13, ¢).

Momentul incovoietor M; este maxim in incastrare, are valoarea M; = — F[ si este dirijat dupa
axa z; (fig. 7.13, b), care face cu axele centrale principale de inertie y si z unghiuri de 45°.

V2 V2

Rezultd M_ = M, = —F~I'T =-F-1,5-10° 7 = -1060,66 F. In consecintd bara este

supusa la incovoiere oblica si determinarea lui Fi,,, se face in baza conditiei de rezistenta (7.6).
Din anexa 3, pentru cornier L 150x150x14 se obtin urmatoarele caracteristici: I, = 1340-10* mm*;
I,=347-10* mm*; yg,= 106 mm; zg, = -53,1mm; z5, = 59,5mm.

Axa neutra face cu axa z unghiul  a carui valoare este:
I, —1060,66F 1340-10*

fanp=—2. 2 = =386 = p=7529".
M. I, —1060,66F 347-10

z ¥y
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[=15m

Omin = ~ Omax

50,5 53,1

cSl’]’lEIX

B

<)

Fig. 7.13

Sensul pozitiv al unghiului B este cel trigonometric.
Se duc paralele la axa neutrd, tangente la conturul sectiunii, si se identifica punctele S; si S,
care sunt punctele cele mai solicitate. Tensiunile ¢ din aceste puncte se determina cu relatiile (7.5):

M M, — . - .

g = e e S TIO006OF og Z106066F 531y - 2462-10°F
1. I, 1340-10 347-10
M M, —~1060.66F L

Gy = —Z. -——2 .z, =————.(59,5)=18,87-10° F

R R Ve R T O

Din conditia de rezistenta
O =Max [ | |, [0 []< 0y

rezulta
24,62-10° F <150 = F,, = 6092,6 N.

Daca sectiunea este orientata ca in figura 7.13, ¢, atunci bara este supusa la incovoiere simpla
si are momentul capabil:
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_1340-10*

, 150 = 18,962 -10°Nmm.
106

M =w? o
18,922-10°
=
Sporul de sarcina ce il poate prelua bara cu sectiunea transversala asezata ca in figura 7.13, ¢

12641
este 126415 =2,07
6092,6
P.7.3. O bara din fonta cu sectiunea si dimensiunile indicate in figura 7.14 este actionata, prin
intermediul unui cablu, de o fortd P =300 kN. Cunoscénd ca rezistenta la intindere din incovoiere

Din conditia M ™ = F -1 <M * rezulta 12641,5 N.

int _

a fontei din care este confectionatd bara este ¢, = 45 N/mm?, iar rezistenta la compresiune si

a

com
a

Sistemul fiind simetric, in sectiunile 4-4 si B-B, in dreptul urechilor, se aplica eforturile din
cablu datorate fortei P, a caror marime este:

P = 300 =300 kN.

© 2-c0860°  2-cos60°
Reducand eforturile S din cablu in axa barei (fig. 7.15, a) se obtine o forta verticala

compresiune din Incovoiere este ¢ = 120 N/mm?, s3 se verifice sectiunea barei.

A Bl 30
- A
o
: =3
H O on
; =
: ot
. -~
€ AL 180 i
140
«—»
Al
. 1200 ! 1200
Fig. 7.14

F = S-c0s60° = 300-cos 60°= 150 kN, o fortd orizontala F, = S-sin 60° = 300-sin 60°= 259,807 kN
si un moment M = (S-sin 60°)-100 = 25,9807 kNm.

Cu aceste solicitdri se traseaza diagramele de eforturi N si M. redate In figura 7.15, b. Din
analiza lor reiese ci sectiunile cele mai solicitate sunt A si B. in sectiunile 4* si B, bara este
solicitata la Incovoiere simpld, valoarea momentului fiind M, = 21 kNm, iar in sectiunile A" si B”
la incovoiere simpla cu forta axiala, valorile eforturilor fiind N = 259,807 kN, M, = 46,9807 kNm.

Deoarece bara este confectionata din fontd, material care se comporta diferit la intindere si
compresiune, pentru verificarea conditiilor de rezistentd (3.67) si (7.16) este necesara trasarea
variatiei tensiunilor ¢ pe sectiune.
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150 kKN 150 kKN
A 25,9807 kNm 25,9807 kNm .
: C A AN ./.\ D
| \ AN iy
" 259,807 kN 259,807 kN =T
| F, 140 2400 140

> > >

. Jc

o

CR—— —— % T

G e g 259807KN 46,9807 kNm
i s =
B @wﬂl||||||||||||||||E$>IIIIIIIIIIIIIIIM
21 kNm 21 kNm
a) b)

62,29 N/mm?
o'%, = 44,25N/mm*

g
£ 18,04 N/mm’®
i = —

wv o —
o 2 B
= ° =1

<t |

Z_(jv G E ,,,,,,,,,,,
ooy = \
S s - .
= 3473 N/mm? O = 5277N/mm
c) d)
Fig. 7.15.

Pentru aceasta este necesar sa se determine mai intéi pozitia centrului de greutate al sectiunii:

_15-30-180+(30+150)-30-300
30-180+30-300

Y =118,125 mm.

Cunoscand pozitia centrului de greutate se poate calcula momentul de inertie al sectiunii in
raport cu axa z:

3
. :301 180

+30-180-(118,125—15)> +

300° -30

+ +300-30-(180—118,125)% =159,789-10° mm*.
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in figura 7.15, ¢ este redata variatia tensiunii o in sectiunile 4" si B. Valorile maxime se
ating in punctele S; i S:

6
oy =210 118125 215,52 N/
159,789-10
6
o5 =— 10 (211875) = 27,84 N/mm?.
159,789-10

Conditia de rezistenta in sectiunile 4™ si B este indepliniti deoarece:
o =1552N/mm’ < o™ =45 N/mm?;

|os,| =27.84 N/mm? < 6™ =120 N/mm’

in figura 7.15, d este redat variatia tensiuni o in sectiunile 4” si B*. Valorile maxime sunt:

_ —259,807-10° . —46,9807-10°

Gy = . — 118,125 = ~18,04 34,73 = —52,77 N/mm?>;
14,4-10 159,789 10

_ —259,807-10° . —46,9807-10°

Oy, = S —(-211,875) = =18,04 + 62,29 = 44,25 N/mm?.
14,4-10 159,789 -10

Pentru ci si in sectiunile 4* si B :

|og|=52.77 N/mm® < 6™ =120 N/mm”;

oy, = 44,25 N/mm’ <™ =45 N/mm’

rezulta ca bara este dimensionatd corect, conditiile de rezistentd verificandu-se in toate sectiunile
periculoase.

P.7.4. Sa se determine valoarea maxima a tensiunii ce se produce la baza unei fundatii, stiind
ca aceasta are o greutate Q = 150 kN, iar forta P =130 kN o solicitd excentric pe axa Oz la distanta
e=-0,45 m (fig. 7. 16). Dimensiunile sectiunii transversale a fundatiei suntbx 7=2 x 1 m.

Forta P se reduce in centrul de greutate al sectiunii la o forti axiald de compresiune N” = P si
la un moment incovoietor dirijat dupd axa Oy a cdrui valoare este M, = —P-e. Greutatea O se
reduce numai la o fortd axiald de compresiune N¢ = P.

Tensiunea normald maxima de compresiune se produce in punctele situate pe muchia BC. Ea
se compune din tensiunea normald de compresiune produsi de N=N"+ N2 =P + O si din cea de
incovoiere produsd de momentul M, = —P-e si are valoarea:

_ Q+P P-e_ 150+130 130-0,45
T4 w21 2
6
Tensiunea normala in punctele situate pe muchia AD este egala cu:
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Fig. 7.16.
o, =-2+P _Pre 1504130 130-045 ) s \njm?=0,5215 N/mm.
4w, 2-1 2% -1
6

Se constatd ca pe sectiunea fundatiei se dezvoltd numai tensiuni de compresiune. Acest lucru
poate fi verificat si prin faptul ca punctul de aplicatie al fortei excentrice N
M, P.e 130-045

z, = = = =
N P+Q 130+150

0,208 m,

N i - . b
este situat in treimea mijlocie a sectiunii fundatiei deoarece z, = 0,208 m < 3 =0,33m.

P.7.5. Grinda din figura 7.17, a cu dimensiunile si fortele indicate, se realizeaza din doua
profile U 30 (a = Im; o, = 150 N/mm?). Si se determine valoarea maximi a fortei F pe care o
poate suporta grinda si sa se traseze distributia tensiunilor ¢ in sectiunea D.

Se considera grinda in planul (x, y) figura 7.17, b, actionatd de sarcinile transversale din acest
plan si de sarcina axiala. Diagrama N este reprezentata in figura 7. 17, ¢. Se determina reactiunile
verticale din C si G si se traseaza diagrama M, (fig. 7.17, d).

Se considera grinda in planul (x, z) ( axa z este orientatd in sus pentru a pastra conventia de
reprezentare a momentului incovoietor de partea fibrei intinse) figura 7.17, e, actionata de sarcinile
transversale din acest plan. Dupa determinarea reactiunilor se traseaza diagrama M., reprezentata
in figura 7.17, f.

Sectiunea cea mai solicitatd este cea din D, eforturile din aceasta sectiune avand valorile
N=10Fa ,M.=5FasiM,=2,5Fa.

Din anexa 6, pentru U30 se obtin urmatoarele caracteristici: L; = 8030-10* mm®*, I, = 495.10*
mm*, A, = 58,8-10° mm’. Pentru sectiunea compus a barei caracteristicile geometrice sunt:

6
I=2I,=2-8030-10* = 160,6-10° mm*; W, = I _160.6-10
T 150

=1,07067 -10° mm?;
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100

300

; 27
VY
10F B C D G
b
i Y D
a 2a - 2a
N '5,5F g 2,5F
»y
10F
it g
W)
B C D G
2Fa
) e D G d)
A 5Fa
3F 4F
B C D G| e)
5,75F 1,25F
3Fa
(M) " D -c f)
B C -+ [
2,5Fa”
Fig. 7.17.
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121,53 N/mm’
ie 149,99 N/mm’

+)/
/
,
%

78,13 N/mm?

N |

+

AR

14,23 N/mm® 78,13 N/mm’

57,63 N/mm?

57,63 N/mm?

Fig. 7.18
1,=2(Iyy +A4y-d )= 2:[ 94510 + 58,8-10%(100 — 27)*] = 72,56904-10° mm*;

I, 72,56904-10°
100

W, = =72,56904-10* mm?;

y

|Z max

A=24,=2-58,810> = 11,76-10° mm”.
Deoarece sectiunea barei se incadreaza in categoria sectiunilor cu colturi pline, din conditia de
rezistenta (7.27) se determina valoarea maxima a fortei F
10F 5F-10° 2,5F-10°
Gmax = 3 + 6 + 4
11,76-10°  1,07067-10°  72,56904-10
Rezultd Fi,x = 16,73 kN. Cu aceasta valoare se verifica si sectiunea C:

<150 = 8,9653-10°F < 150

_10-(16,73-10%) . 2-(16,73-10%)-10° . 3-(16,73-10%)-10°

3 ; — =114,64 N/mm’ < g,
11,7610 1,07067-10 72,56904 - 10

O

Distributia tensiunilor ¢ corespunzatoare sectiunii D este redata in figura 7.18. Taieturile axei
centrale, calculate cu relatiile (7.22) sunt y; =—-27,3 mm si z; = 24,6 mm.

P.7.6. Pe un arbore sunt montate doua roti de raze R; si R, actionate la periferie de fortele 7}
si 75 (fig. 7.19, a). Arborele are sectiune circulara plina i transmite o putere P = 28 kW la turatia
n =400 rot/min. Sa se dimensioneze arborele, dupa ipoteze a III- a de rezistenta stiind ca otelul din
care este confectionat are ¢, = 80 N/mm?, G = 8,077-10* N/mn?’, iar risucirea specificd admisibilad
este (do/dx), = (1/3) */ .
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f—— e —— =
M, =668,5 Nm M, =668,5 Nm
ooy LALLM VMDY .5
445,67 Nm
b)
Fig.7.19.

Fortele care actioneaza rotile 1 si 2 se reduc in axa arborelui la fortele I, respectiv F>, sila
un moment de torsiune M, (fig. 7.19, b), a carui valoare este:

M, =9,55-10° r_ 9,55-10° 42—5) = 668,5 Nm
n

Diagrama momentului de torsiune M, este redata in figura 7.19,b.
Fortele Fy, si F5, se determind astfel:

3
Foog =M. _ 668510

=222833N;
R, 300
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M 10°
F, o, = M. _ 668510

=33425N.
’ R, 200

Cu aceste valori s-a trasat diagrama momentului de incovoiere M. in figura 7.19, b.
Intre cele doua roti, arborele fiind solicitat la incovoiere cu torsiune, calculul de proiectare se
face cu relatia (7.32) in care:

2 2
M
Ky o= 1+ —| =.[1+ 0685 1 _ 1803,
MM 445,67

deoarece momentul de incovoiere maxim este in sectiunea A4 si are valoarea:

M=\ [M?+M? = \[445,67% +0 = 44567 Nm = M™.

Rezulta:

M™  44567-10°

T

VVinec — K ]’803 = 10’044103 mm3.

a

3
. . . o odim T
Deoarece sectiunea arborelui este circularda W™ = ETY si deci;

[ 3
d=: 10,044-10° -32 46,77 mm,
T

Se adopta d = 47 mm i se verifica exactitatea calculelor:

3
o 29071032 4 603~ 78,8 Nimm’ < o,

n-47

Verificarea conditiei de rigiditate la torsiune se face cu relatia (3.114):

3
(%PJ :%: 008310 _17,28:10" rad/mm >
ma (8,077-104)[“'47]
32
> ﬂj :l-l-%:S,Sz-IO’ﬁrad/mm.
dx). 3 180 10

Deoarece conditia de rigiditate nu este indeplinitd, dimensionarea se face cu relatia (7.33):

3 4 6
e _ 668;5 10 a0 _md' d:4/1,4421 10°:32 o
(8,077-10*)(5,82-10°°) 32 n

Se adopta d = 62 mm.
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P.7.7. Arborele din figura 7.20 transmite puterea P = 30 kW la turatia n = 250 rot/min.
Raportul eforturilor din ramura conducétoare si ramura condusa a fiecarei curele de transmisie este
2. Razele rotilor sunt: R; = 400 mm, R, = 500 mm. Sa se dimensioneze arborele cu sectiune
circulara dupa 7. (o, =70 N/mmz).

y1. 300 |, 400 | 400

1146 Nm
o & IS 2
M‘(
Fy,=8595

A

1875,27TN

750,11 Nm
1750,25 Nm
Fig. 7.20
Momentul de torsiune transmis de arbore este:
M, =955-10° % =9,55-10° 3—00 =1146 Nm,

si el se manifestd pe portiunea cuprinsa intre cele doua roti (fig. 7.20)
Reducénd, in axa arborelui, eforturile din ramurile curelelor, se obtin fortele (fig. 7.20):

M 10°
Fo a2y Mg 160
R, 400
3
£, =31, =3M 3 140107 fesen,

R, 500
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deoarece intre eforturile din ramurile curelelor si momentul M, existe egalitatile:
M, =2T\R, - T\R,=T\Ry;
M, =2T)R, — THR, = TLR,.
Cele doua forte actionand in plane diferite vor produce momente de incovoiere atat in planul

cu normala z (M.), cat si in planul cu normala y (M,). Pe baza diagramelor de eforturi (fig. 7.20) se
stabileste sectiunea in care momentul total de incovoiere este maxim:

M| =41875.27> +750,11° =2019,73 Nm;

M? =4/937,647 +1750,25% =1985,58 Nm.

Sectiunea periculoasa este in dreptul rotii 1 deoarece in aceastd sectiune atdt momentul
incovoietor cét si momentul de torsiune au valorile maxime.

Deoarece pe tronsonul dintre cele doud roti arborele este solicitat la incovoiere cu torsiune,
calculul de proiectare se face cu relatia (7.32) in care:

2 2
M
K, =1+ 2 =1+ 1146 =1,1497.
M 2019,73

Rezulta:

M™ 2019,73-10°

K, = -1,1497 =33,174-10° mm’.

nec __
Wi =
a

. C e . o i nd 3 . .
Sectiunea arborelui fiind circulara W,.dm = ETH si deci;

3
G403 e
n

Se adopta d = 70 mm i se verifica exactitatea calculelor:

3
or _ 2019.73-107-32 1,1497 = 68,95 N/mm’ < o,.

max 3

n-70

Probleme suplimentare

P.7.8. Un stélp de fontd de inaltime mica, avand sectiunea patratd, este solicitat de doua forte
concentrate ca in figura 7.21. Cunoscand valorile tensiunilor admisibile ale fontei ™ = 45 N/mm’

com

si 6" =120 N/mm?, si se dimensioneze acest stalp.

P.7.9. O consola de lungime / = 2m este solicitata in capatul liber de doua forte transversale F’
si de o forta axiala 5F ca in figura 7.22. $tiind ca sectiunea barei este un profil I 30 si ca
materialul din care este confectionatd are tensiunea admisibild ¢, = 150 N\mm?, si se determine
intensitatea maxima a fortei F pe care bara o poate suporta.
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40 kN
18kn| |
’ F
P .
z F
a__, ' 5F |
h

Fig. 7.21. Fig. 7.22.

P.7.10. Pe un arbore sunt montate doud roti de curea. Raportul eforturilor din ramura
conducatoare §i ramura condusa a fiecdrei curele de transmisie este indicat in figura 7. 23. Sa se
dimensioneze arborele dupa 7., dacd transmite puterea P = 46 kW la o turatie de 420 rot/min, iar
o, =80 N\mm”.

N
250 C
R
N Sl
\ B
A 40
3%
400 200
2,27

Fig. 7.23. Fig. 7.24.

P.7.11. Sistemul de bare din figura 7. 24, incastrat in 4 si C, este actionat de forta F'= 5kN. Sa
se dimensioneze bara ABC stiind ci are sectiune circulari (o, = 100 N\mm?).
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8. FLAMBAJUL BARELOR DREPTE

S-a aratat pand acum ca in teoria de ordinul I sau teoria lineara a structurilor,
bazata pe ipoteza micilor deplasari si legea lui Hooke, ecuatiile de echilibru static
se scriu pe forma nedeformata a structurii, fapt ce permite aplicarea principiului
suprapunerii efectelor ca o consecintd a dependentei liniare dintre tensiuni si
deplasarile provocate de solicitari.

Forma deformata a unei structuri sub sarcinile exterioare este denumita forma
de echilibru elastic.

Flambajul (pierderea de stabilitate) constituie trecerea formei deformate a unei
structuri dintr-o pozitie de echilibru stabil intr-o pozitie de echilibru instabil.
Astfel o bard poate trece intr-o pozitie de echilibru instabil daca forta P este mai
mare decat o valoare P, (fig. 8.1). Sarcina la care se produce aceasta trecere se
numeste sarcind criticd (sarcind de flambay)

Pentru a analiza natura echilibrului formei P<P, .
deformate a unei structuri trebuie cercetatd h
comportarea acesteia la deformari vecine
formei de echilibru elastic. Acest fapt implica
necesitatea scrierii ecuatiilor de echilibru pe
forma deformatd ceea are drept consecintd
imposibilitatea aplicarii principiului supra-
punerii efectelor.

Deoarece calculul tensiunilor si depla-
sdrilor se face prin scrierea ecuatiilor de echilibru pe forma deformatd a
sistemului, acest calcul este un calcul neliniar (calcul in teoria de ordinul II).

Flambajul barei drepte sub actiunea unei forte axiale de compresiune se
numeste flambaj pur. In aceasta situatie trebuie calculatd forta maxima Py, care
fata de forta critica P, sa conduca la un coeficient de flambaj:

Fig. 8.1.

¢, =If¢>1. (8.1)

max
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Marimea coeficientul de sigurantd la flambaj ¢, se stabileste prin standarde in
functie de conditiile de exploatare, materialul folosit §i importanta pieselor care
prezinta riscul de pierdere a stabilitatii.

8.1. FLAMBAJUL BAREI DREPTE SOLICITATE
LA COMPRESIUNE

Se considera bara AB din figura 8.2, a articulatd in 4 si simplu rezemata in B,
solicitata la o forta axiald de compresiune P. Dacd forta P = P, atunci bara isi
pierde stabilitatea si trece in pozitia deformata prezentata in figura 8.2, . Aceasta
forma deformata este descrisd de ecuatia fibrei medii deformate:

d*v M
— = (8.2)
dx EI
in care v reprezintd sageata din sectiunea curenta i; M — momentul Incovoietor din
sectiunea i; £ — modulul de elasticitate lungitudinal al materialului barei; / -

A X AX

P<P, P>P,

B 3 B
'y '}

h>b
v

<

a) b) c)
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momentul de inertie al sectiunii barei in raport cu o axa perpendiculard pe planul
in care bara s-a deformat (in cazul studiat /. — de fapt flambajul poartd numele
acestei axe).

In sectiunea 7, reducand fortele din urma pe forma deformata (fig. 8.2, b) se
poate constata ca momentul incovoietor M are valoarea:

M=Pv. (8.3)
Daca se inlocuieste valoarea lui M data de (8.3) in relatia (8.2) si se noteaza

P
k> =—, 8.4
Z (8.4)

aceasta devine:
2
v

F+k2v=0. (85)

Solutia ecuatiei diferentiale de ordinul doi omogena (5.5) este:
v=C,sinkx+C, coskx. (8.6)

Functia v(x), care reprezintd forma deformata de flambaj, trebuie sa satisfaca
conditiile: pentru x = 0, v = 0 si pentru x = /, v = 0. Din prima conditie rezultd
C, =0, iar din a doua C;sink/ = 0, care conduce la :

sinkl = 0, (8.7)

Solutia C; = 0 nu convine deoarece in acest caz bara nu ar prezenta forma
deformata.
Ecuatia (8.7) poarta numele de ecuatie de stabilitate si are solutiile:

kl=0,m, 2m, 3m, ..., nm. (8.8)

Solutia &/ = 0 se va elimina deoarece ea conduce la situatia P = 0 in baza
relatiei (8.4). Celelalte solutii conduc la urmatoarele valori ale fortei P la care se
produce flambajul barei studiate:

2 2 2
R, =Gj El, B, :(2775) El; ..; P, =(”—l"j EIl. (8.9)
Pe baza acestor valori se obtin deformatele proprii de flamba;j:
1n

. .2 .
v, =Cllsm%x; v, =C, sanx; s v, =C s1n%x. (8.10)

care sunt sinusoide cu una, doua sau n semiunde. Aceste deformate care depind de
un parametru Cj; nedeterminat, constituie forme de echilibru indiferent.
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Daca se defineste lungimea dintre doud puncte succesive de inflexiune ale
formei deformate de flambaj, ca lungime de flambaj /;, atunci totalitatea sarcinilor
de flambaj (8.9) se exprima prin formula generala:

n’El
P, = B (8.11)
!
. . . [ )
in care [ria valorile: [, =1; [,, :E; vy ==
. -

Din multimea de forte de flambaj ne intereseaza forta cu valoarea cea mai
mica. Aceasta se obtine atunci cdnd numitorul fractiei (8.11) are valoarea cea mai
mare, adicad forta minima corespunde lungimii maxime de flambaj.

Daci se considera ca bara are legaturi identice in planele principale de inertie,
atunci flambajul se va produce dupa directia principald de inertie dupa care
momentul de inertie principal este minim (in cazul considerat dupa axa O., fig.
8.2, ¢). Rezulta ca forta critica la care bara studiatd flambeaza este:

2
PC,,=%. (8.12)
S

Relatia (8.12) este denumita formula lui Euler.

8.1.1. Lungimi de flambaj

Deoarece deformata de flambaj este o sinusoidd lungimile de flambaj
corespunzatoare unor bare ce prezinta legaturi ideale se pot determina astfel: pe o
sinusoida indefinita se plaseaza forma deformata de flambaj a barei, compatibila
cu legaturile reale ale acesteia; distanta dintre doud puncte succesive de inflexiune
reprezintd lungimea de flambaj. Astfel, la cazul b) din figura 8.3, stiind ca punctul
B’ este un punct de inflexiune, se duce simetricul C’ si lungimea semiundei C'4B’
reprezintd lungimea de flambaj /= 2/ a consolei AB. In cazul din d) din figura 8.3,
se observa ca punctele C, D de inflexiune ale deformatei de flambaj, sunt
extremitdtile unei semiunde si determina lungimea de flambaj /r= 0,5/.

In cazul e) din figura 8.3, in care incastrarea B se poate deplasa liber pe
orizontald, deformata posibild este AB’, iar semiunda sinusoidei de flambaj
portiunea C'AD'; rezultd [y= I.

Lungimea de flambaj pentru cazul c) (fig. 8.3) este [r= 0,7/ s1 s-a determinat
folosind ecuatia fibrei medii deformate a barei comprimate si Incovoiate.
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Fig. 8.3.

8.1.2. Limita de valabilitate a formulei lui Euler

Existenta lui £ in relatia (8.12) presupune utilizarea legii lui Hooke o = E,
ceea ce arata ca formula lui Euler este valabild numai in domeniul deformatiilor
elastice ale materialului barei.

Deoarece bara este supusa la compresiune, intr-un punct din interiorul sau, in
situatia critica, se dezvolta tensiunea:

2 2
o, =to Tl TE (8.13)
A ;A A

unde:
A=—L (8.14)
lmin

reprezintd coeficientul de zveltete (sau coeficientul de subtirime) al barei, iar

) I, o o o o . y 9
i =, este raza de giratie (de inertie) minima a sectiunii barei dupa axa fata

min

de care care flambeaza bara.

Relatia intre of i A, reprezentatd de formula (8.13), este o hiperbola, numita
hiperbola lui Euler, redata in figura 8.4. Pe aceasta curba se poate marca punctul
B, avand ca ordonata limita de proportionalitate c,. Deoarece, asa cum s-a artat,
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ok formula (8.13) s-a stabilit pe baza

unor relatii care admit legea lui
Flambaj Hooke, inseamna ca ea este valabild
% I"”’b‘_’j i cat timp Gy < O, respectiv A = Ao.
? la\mc Pentru A < Ao, adicd o,y > G), In
2 bard se produc defor-matii plastice,
ceea ce face ca formula lui Euler sa
nu mai fie valabila.

In consecintd punctul B, respectiv
abscisa Ay, 1mparte domeniul de
Fig. 8.4. variatie al lui A In doud parti:

— zona flambajului elastic, cand

~ 0

A
T

Gerp < Gp, TESPECLIV A > Ag;

— zona flambajului plastic, cand A < Ao, adicd 6.y > ©).

Limita de valabilitate este impusa de conditia ca deformarea barei sa se
producd in domeniul deformatiilor elastice, adica:

n’E E
Gy = <6, => Ay 2T |— (8.15)
A i c,

unde o, este limita de proportionalitate a materialului, iar Ay o caracteristica
elastica a materialului.

Pentru materialele mai des utilizate A are urmatoarele valori:

- otel de constructii (S235): Ao =105;

- lemn: Ao =100;

- fonta: Ao = 80;

- oteluri superioare Ao =280 ... 100.

8.1.3. Flambajul barei drepte comprimate in domeniul
deformatiilor permanente

In cazul barelor mai putin zvelte, dublarea formei de echilibru, in situatia
critica, se produce cu aparitia deformatiilor permanente in fibrele de la intradosul
barei, restul fibrelor urmand a se deforma elastic (fig. 8.5).

In cazul materialelor tenace, cu cat A scade, palstificarea cuprinde majoritatea
pana la totalitatea fibrelor barei. Rezultd ca in cazul materialelor tenace pentru
A > A toate fibrele barei se deformeaza elastic, pentru A € (A, Ag) bara flambeaza
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Oeny Jl
Deformatii
elastice -
Deformatii ¢
permanente Gp
o
Fig. 8.5. Fig. 8.6.

in domeniul elasto-plastic, iar pentru A < A; bara cedeaza prin pierderea capacitatii
de rezistenta.

Determinarea functiei o, , = f(A) in domeniul deformatiilor permanente a
fost facuta, pe cale empirica utilizand rezultatele unor serii de experiente, de catre
Tetmajer si lasinski, care au propus o relatie de forma:

G, =a—bk. (8.16)

unde a, b sunt constante determinate experimental.
Relatia (8.16) este valabila pentru oteluri si lemn in domeniul (A, Ao), A; fiind
determinat, de asemenea experimental.

Tabelul 8.1.
Materialul a b M Ao
$235 (R, = 240 N/mm®) 304 1,12 60 105
Otel R,, = 480 N/mm’; R, = 310 N/mm” 460 2,57 60 100
Otel R,, = 520 N/mm?; R, = 360 N/mm’ 577 3,74 60 100
Otel cu 5% nichel 461 2,25 0 86
Otel crom-molibden 980 5,30 0 55
Duraluminiu 372 2,14 0 50
Lemn 28,7 0,19 0 100
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Tabelul 8.2.
Piesa ¢r
Tii Masini cu un cilindru 812
ija -~ - - vy
pistonului Mas.ln} cuun c1711'ndrl'lv$1 contratija: 4_3
masini cu doi cilindrii
i Masini termice mari 14-28
Biela :
Motoare de automobil 4-55

Cand A <A atunci o, ,=R,,,, unde Ry, reprezintd limita de curgere
aparenta a materialului.
In figura 8.6 este redati variatia c.., = f(A) pentru materiale tenace, pe cele trei
domenii, graficul din aceasta figurad purtand numele de diagrama caracteristica la
flambaj, pe baza careia se efectueaza calculul practic la flamba;.

Coeficientii a si b variaza de la un material la altul; cateva din valorile lor, ca
si limitele Ao, A sunt date in tabelul 8.1.

Pentru fonta se foloseste o variatie parabolica

6, =776—-121.+0,053)’ (8.17)
valabila pentru A € [0,80].

8.2. CALCULUL PRACTIC LA FLAMBAJ

Problemele deosebite apar in cazul in care se face dimensionarea deoarece nu
se cunosc dimensiunile sectiunii si deci nu se poate determina A.

In acest caz se pleaci de la ipoteza ca flambajul se produce in domeniul
deformatiilor elastice si deci, se poate folosi relatia lui Euler pentru dimensionare:

2
P-cfg -lf
)

nec __
1 min

=L (8.18)

in care creste coeficientul de sigurantd la flambaj care, pentru constructii metalice
(structuri de hale industriale, cladiri, macarale etc.) se cu o variatie liniara:

¢, =1,6+0,00661, (8.19)
/
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in domeniul A € (0,A9) si cu o valoare constantd c,= 2,3 pentru A > Aq.

Pentru piese de masini valorile extreme ce sunt indicate sunt: minimum ¢, = 4
s1 maximum c,= 28. In tabelul 8.2. sunt indicate cateva valori recomandate pentru
tije de piston si biele, conform tratatelor de organe de masini.

Odata cunoscute dimensiunile sectiunii se calculeaza A si se compard cu A,
respectiv A; pentru a se constata in ce domeniu se produce flambajul:

— daca A <y atunci rezultd cd dimensionarea ficutd cu relatia (8.18) este
corecta;

—dacd A e (A1, Ao) atunci se calculeaza o, rcu relatia (8.16) si ¢, cu relatia

. . P . - . s
(8.19); apoi se determind: c=——sgi se compard cu rezistenta admisibild la
o
flambaj calculata cu relatia:

c .= Cr’f; (820)

daca 6 < o, atunci dimensiunile sectiunii sunt bune, dacd nu, se mareste
sectiunea si se reia calculul;

— dacd A <A, atunci calculul este identic cu cel precedent numai ca
Ocr, = Re.

Dupa cum se poate constata, calculul practic la flambaj este in fapt un calcul
de verificare pe baza diagramei caracteristice la flambaj.

Metoda prezentatd anterior este denumitd metoda coeficientului de siguranta
la flambaj.

Probleme rezolvate

P.8.1. Sa se dimensioneze un stilp de lungime / = 2 m solicitat la compresiune de o forta
P = 280 kN. Stalpul, de sectiune inelard (d/D = 0,8), are legaturi identice in cele doud plane:
articulatie la un cap si incastrare la celdlalt (fig. 8.7). El este confectionat din otel cu urmatoarele
caracteristici: 6, = R, = 310 N/mm?; @ = 460 N/mm?; b = 2,57 N/mm?; Ao = 100; A, = 60, iar
coeficientul de sigurantd variaza dupa legea (8.19).

Stalpul, avand aceleasi legaturi in cele doud plane, lungimile de flambaj vor fi identice si
egale cu /= 0,7/ conform cu figura 8.3, c.

Se face intai o predimensionare cu formula lui Euler:

e _ ool _ (280-10°)(2,26)(0.7-2000)°
n’E n?-2,1-10°

min

=5,98416-10° mm*

folosind pentru coeficientul de sigurantd valoarea c, = 1,6 + 0,0066-100 = 2,26.
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Din egalitatea

4 4
P =i =" [ L
64 D

B C
A ] o
AF rezulta:
5
Des 64 5,984164 10 — 67,4 mm.
~ n(1-0,8")
Se adoptda D = 68 mm si rezultd d = 0,8-68 = 54,5 mm. Se
alege d = 54 mm.
Pentru verificarea conditiei de pierdere a stabilitatii se
v B calculeaza mai intai raza de giratie a sectiunii:
. o = R 2 D (L) 88 (Y
Fig. 8.7. min 4 4 D 4 68 '
mm

si pe urma coeficientul de zveltete:

Ao _0.7-2000

=64,48.
i 21,71

Deoarece A; < A = 64,48 < Ao = 100, tensiunea critica se determina cu relatia lui Tetmajer-
Tasinski,

Gor = a —bh =460 —2,57-64,48 = 294,3 N/mm”.

Valoarea coeficientului de sigurantd in acest caz este ¢, = 1,6 + 0,0066-64,48 = 2,025, iar
tensiunea admisibild pentru ca flambajul sd nu se produca este:

_ o, 2943
T, 2,025

o =14533 N/mm>.

Tensiunea de compresiune la care bara este supusa are valoarea:

P 280-10°
oO=—=

A no68?|  (54Y
4 68

Deoarece 6 > 6,4, se adoptd D = 70 mm si d = 56 mm. Cu aceste valori, reludnd calculele, se
obtine: iy, = 22,41 mm A = 62,47; 6., = 299,45 N/mm?; ¢r=2,012; o,0= 148,81 N/mm?; c,=202
N/mm? > Cof Intrucat diferenta este relativ mare, se reface calculul, incercand o sectiune ceva mai
mare. Se alege D = 80 mm si d = 64 mm. Rezulta:

= 208,72 N/mm>.
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2 l .
imin:@ 1+ ﬁ = 25,61 mm; K:;:wzﬂ,m.
4 80 i 25,61

min

Deoarece A = 54,67 < L= 60, 6., = 6, = 310 N/mm?®. Coeficientul de sigurantd are valoarea
¢r=1,6+0,006654,67 = 1,96, si deci:

3
G, = & =1582 N/mm%* o= % =154,7 N/mm>.

1,96 n-80° || (64 ’
4 (80
Deoarece o = 154,7 N/mm® < Gu= 1582 N/mm?, dimensiunile adoptate D = 80 mm si d = 64

mm, sunt sigure in ceea ce priveste flambajul stalpului. Pentru aceste dimensiuni, solicitarea care
ar produce pierderea stabilitatii, deci sarcina critica, este:

2 2
P, =c, 4, =310- 251 (O - s
4 80

cr cr

P.8.2. Sa se dimensioneze tija bielei unui motor, sectiunea avand forma schematica din figura
8.8, cunoscand urmatoarele date: diametrul pistonului d = 120 mm; presiunea maxima
Pmax = 4,8 N/mmz;lungimea bielei / = 340 mm; materialul bielei este otel cu 5% Ni; coeficientul de
sigurantd ¢;= 5.

Se considera ca biela este articulata la capete in cele doud plane

xQOy i1 xOz si se face o predimensionare cu formula lui Euler: N 3t
P-c, I’ 103 2 -
e =—»=> L= (54’286Z 10 )(5)5(340 ) _151392-10° mm?,
nE n-2,1-10
2 2 :
p=Td, _T1207 g s542867.10°N, B A
4 4 z »
I;= 1= 340 mm. i
Conform cu figura 8.8, momentul de inertie minim este:
3 3 ‘
pim _ g = BOL T3 g Ty
g 12 12 )
Fig. 8.8.

Din egaliatea:

15,1392-10° = 4,75¢*
rezulta:

3
e 15,1392-10 ~7.51 mm
4,75

Se adopta ¢t = 8 mm i se calculeaza:
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I, =4,75-8" =19456 mm*; A=9=9-8> =576 mm’,

/ ; /
imin: 1"‘_’“: %:5,8111111‘1’ }b:—f:ﬂ:58’5
4 576 imin 5’81

Se constata ca A = 58,5 < A, = 86, corespunzitoare otelului cu 5% Ni (v. tab. 8.1), fapt pentru
care:

G, =a—bh=461-2,25-585=329,375 N/mm?;
Pentru ¢,= 5, tensiunea admisibila are valoarea:

6, 329375

G, =—= = 65,875 N/mm?;
i ¢, 5

care este mai mica decat tensiunea de compresiune din biela:

P 542876-10°

c=—="""— — =9425N/mm’,
A 576
fapt pentru care se majoreaza valoarea lui ¢ si se adopta # = 10 mm.
Rezulta:
Inin=4,75-10* mm*; A =900 mm?;

Imin = 1 47500 _ 7,265 mm; A= 340 46,8;
900 7,265

G, =461-2,25-46,8 = 355,7 N/mm’;

Gy = 3953 71 14 Nmn’s
54,2876-10°
oC=————

= 60,32 N/mm? < saf,
900

in concluzie ultima dimensiune adoptati este buna.

P.8.3. Sa se dimensioneze un stilp (¢ = 10 N/mm?% E = 0,1-10° N/mm?; ¢ =32)cu
sectiunea dreptunghiulard bx/ si de lungime / = 3,2 m. Stalpul este incastrat la ambele capete, la
partea superioara incastrarea fiind deplasabila pe o directie (fig. 8.9), si este solicitat de o forta
P =240 kN.

Legaturile stalpului in planul cu normala z (fig. 8.9, ) implicd o lungime de flambaj /. = 0,5/,
iar legaturile in planul cu normala y (fig. 8.9, b) implica o lungime de flambaj /. = I.

Deoarece, in cele doua planuri lungimile de flambaj sunt diferite i pentru cd valoarea
tensiunii admisibile la flambaj o, depinde de coeficientul de zveltete A, pentru o dimensionare
rationald a sectiunii stalpului este necesar ca A, = A,, adica:

Le L5

. . >
i,
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Sectiunea avand dimensiunile b si £ (fig. 8.9) rezulta:

A (NI / _ o 1
A 12 bh J12° 12 bh

Si deci

Daca h = 2b flambajul este la fel de periculos in cele doua planuri, si deoarece, valoarea

numericd a lui A nu este cunoscuta este necesara efectuarea unei predimensiondri, care se face cu
ajutorul formulei lui Euler:

240-10° -3,2-(0,5-3200)°
n*-01-10°

Jre =

min

=19,92055-10° mm*

Avand in vedere ca & = 2b, din egalitatea:

3
It = % =19,92055-10°

se obtine b = 104,5 mm.
Se adopta b = 105 mm si 2 =210 mm. Rezulta:

0 51\/_ 0,5-32004/12

A=A =4, =52,79
105 P s
<X =100 (v. tab.8.1). J
Se trage concluzia cd sectiunea este subdimensionata c [
fapt pentru care se adoptd b = 120 mm si 2 =240 mm. cll FC," =
Cu valorile ¢ = 28,7 N/mm* si b = 0,19 N/mm’, 5
indicate in tabelul 8.1 pentru lemn, se calculeaza: H
k
bd
x=0’5'3200"ﬁ:46,19; ~ :
120
G, =a—bk=287-0,19-46,19 =19,92 N/mm’; & ”£
o, _ 1992
Gy =—"= = 6,22 N/mm?;
o a2 ==
P 240-10° g ¢
— =" =833N/mm".
T4 120240 2 b)
Fig. 8.9.
Deoarece 6 = 8,33 N/mm® > Gy = 6,22 N/mm? se '9

mareste sectiunea b = 140 mm si 2 =280 mm si se reiau calculele. Rezulta:
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0,5-3200-412
140

o, =287-0,19-39,56 = 21,18 N/mm?;

A =39,56;

G, = 2LI8 _ 6 62 Nimm;
32
3
o= M =6,12 N/mm?< Gu= 6,62 N/mm?.
140-280

In concluzie stalpul trebuie si aiba dimensiunile sectiunii 140x280 mm.

P.8.4. Cadrul din figura 8.10, a actionat de forta P =480 kN dupa directia barei AC, are barele
DC si CB de rigiditate foarte mare, astfel incat se pot considera practic, indeformabile. Sa se
dimensioneze stilpul cu sectiunea casetatd avand forma si pozitia precizate in figura 8.10, a

A A

X X A
D :
> P L P
El=w El=x B . B D
C C ﬂl - l:“\" r C
) H T e |
I, ~ ll—d
E /I lnn ll
e ’ I \
Il / Ry Y
y ~ I '
~= Az <—Awm h <—$m
z z { S y
y -
z L ‘ 5 v
<—B # X
L)L
18¢
a) b) c)

Fig. 8.10.

cunoscand ca este confectionat din otel S235.

in cazul barelor care au legaturi diferite in planele xOy si xOz, axele y si z fiind axe principale
de inertie, dimensionarea corecta implica asigurarea la flambaj atat in planul xOy cat si in planul
x0Oz. Cum flambajul poartd numele normalei la planul in care se produce (in formula lui Euler
momentul de inertie al sectiunii este cel in raport cu axa dupd care este dirijjat momentul
incovoietor), flambajul in planul xOy este denumit flambaj dupa z, iar flambajul in planul xOz este
denumit flambaj dupa y.
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Deoarece sarcina critica minima Pc‘:‘i“ corespunde valorii A = max [A,; A.], dimensionarea
rationald a sectiunii necesita valori cat mai apropiate pentru coeficientii de zveltete (ideal ar fi ca
Ay, = A,, asa cum s-a intdmplat in cazul problemei P.8.3). Aceasta se poate realiza orientind
sectiunea, atunci cand este posibil, astfel incat, axa in raport cu care momentul de inertie este
maxim sa coincida cu axa normala la planul in care lungimea de flambaj este maxima.

In cazul nostru in planul xz, datorita rigidititii infinite a barei CB si reazemului simplu din B
lungimea de flambaj a stilpului este /y, = / = 3,5 m (fig. 8.10, b), iar in planul xy, datoritd
articulatiei din D si rigiditétii infinite a barei BC lungimea de flambaj in acest plan este /. = 0,5/ =
=1,75m (fig. 8.10, ¢).

Deoarece I, > I, conform celor precizate anterior, pentru o dimensionarea rationald trebuie ca
1, > I, conditie indeplinitd de stalpul AC prin pozitionarea sectiunii asa cum este prezentat in
figura 8.10, a.

Caracteristicile geometrice ale sectiunii sunt:

_a 80)°(91)  (161)*(71)

I, =1984,671%;
12 12
3 3
122(1&)(9;) _A60TD° _ 17,0
12 12

A=18t-9t—16t-7t = 50¢>

4
1984671 N LECLUME VS
501

Coeficientii de zveltete au valorile:

l, 3500 55555 A < ;1750 _ 4902

i, 63 t T 357t
Deoarece A = max[A,, A.] = A, = 555,55/t flambajul stalpului AC se produce dupd axa y (in
planul xz).
Se face o predimensionare cu formula lui Euler, considerdnd ca flambajul se produce in
domeniul elastic:

Pc, 1?2 103 . . 2
e =S e 480107 23 35007 _ 65550100
’ 2E 7 21-10

Din egalitatea / ;“m = [}*rezulta

6
. 6,525-10 ~7.57 mm.
1984,67

Se adopta ¢ = 8 mm si se calculeaza coeficientul de zveltete:

A, _lp 3500 044
i, 63-8
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Deoarece A, este mai mic decat Ao = 105, dar mai mare decat A, = 60 (valori corespunzitoare
otelului S235 indicate in tabelul 8.1) tensiunea criticd se calculeaza cu relatia (8.16), iar
coeficientul de flambaj cu (8.19):

G, =a—-bh=304-1]12-69,44 =226,23 N/mm?;
¢, =1,6+0,0066-69,44 = 2,06 .
Rezulta

G, 22623

cr

c., =

o =109,82 N/mm”.

¢ ,
Tensiunea de compresiune 1n stalp este:

3
6=£=M=150N/mm2>caf.
4 50-8

Se mareste grosimea peretilor sectiunii # = 9,2 mm si se face din nou verificarea.
Se calculeaza:

23300 _ 6639
63-9,2
5, =304-112-60,39 = 236,36 N/mm>;
¢, =1,6+0,0066-54,47 =1998 ;

23636

Gy =118,3 N/mm’;
71,998

480-10°
o=———
P 50-9,2
Deoarece ¢ < o, rezultd ca valoarea adoptatd pentru ¢ este
I corespunzatoare.

=113,4 N/mm’.

@ P.8.5. Un stalp de indltime / = 3,4 m se compune dintr-un
cilindru de otel / si un tub de fonta 2 asezati concentric (fig. 8.11).
Stiind ¢a d, = 100 mm, d, = 120 mm, D, = 150 mm, E, = 2,1-10°

d, N/mm?, E, = 1,2-10° N/mm?, ¢r= 5, sa se calculeze forta capabild

N @ a stalpului. Forta P actioneaza asupra celor doud elemente ale

stalpului printr-o placa orizontala foarte rigidd, iar stalpul se

d considera incastrat la capatul de jos.

Pentru cilindrul de otel caracteristicile geometrice ale

D, sectiunii sunt:

§ —raza de inertie

Fig. 8.11.
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— momentul de inertie principal axial al sectiunii cilindrului

a° . 4
=m0 9087.10° mm:
64 64
— aria sectiunii
d2 1 2
4 = ”Tl = 71007 265398 mm?.
Coeficientul de zveltete al cilindrului de otel este
[y 2-3400

A =L = =272> 2, =105;
i 25
din care cauza forta capabila a cilindrului de otel rezultd din formula lui Euler:
_mEJd,  n’-2]1-10°-4,9087-10°

R L - . = 44004 N.
c,l? 5-(2-3400)

Pentru tubul de fontd caracteristicile geometrice ale sectiunii sunt:
—raza de inertie a tubului de fonta

i, :%\/Df +d? :%\/1502 +1202 = 48,02 mm;

— momentul de inertie principal axial al sectiunii

4 4
D, d 150"
1, D[4 | 1507, (120 =14,6717-10° mm*;
64 D, 64 150

— aria sectiunii

3 2 2 2
A, =D [ 4o 1507 1—(@j = 6361,72 mm?’.
4 D, 4 150

Coeficientul de zveltete al tubului de fonta este

l .
Ay :ﬁ:w:beo =80;
i, 48,02

Deci, forta capabila a tubului de fonta este:

2 2 19.105. 106
poTEL 1210 14,67217 10° _gisen
2 5-(2-3400)
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Forta capabild a stalpului rezulta din relatia de calcul a sistemelor static nedeterminate la
solicitari axiale( v. P.3.10). Eforturile axiale din cilindru de otel si tubul de fonta, datorate fortei P
sunt:

P P
N=——-—©(  Ny=— .
1 1+EZA2 i 1+7E‘A1
E 4 E, A4,

Din conditiile N; = P1 si N, = P, rezultd doua valori P’si P”,;

E, 4 107 -
pr=pf 1+ B2 | ago0q 14 L210 SGIOLT2]_ gy,
E 4 2,1-10° - 7853,98

5
P =p|1+ 54| 75153 1+w =237536 N.
E,A, 1,2-10° -6361,72

Rezulta cd forta capabila a stalpului este P,,, = min[ P, P”] = 64371 N
Probleme suplimentare

P.8.6. Sa se calculeze coeficientul de siguranta la flambaj pentru un stalp de otel de sectiune
inelard D = 120 mm si d = 100 mm, incastrat la un capat si articulat la celalalt, avand lungimea
/=2,2 m. Stalpul este comprimat de forta P = 94 kN. Se da A, = 105.

P.8.7. Un stalp metalic de lungime / =3 m (fig.8.12) este incastrat in A si rezemat in B numai
dupa directia y. Sa se dimensioneze stalpul din S235, pentru P = 460 kN.

A,

P
= 7 i,

T P

| . 5

i - o 020

| i .

| y
Ve A, «© %) S |
/ ] M W ‘
A

Fig. 8.12. Fig. 8.13.
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P.8.9. O bara cilindrica cu diametrul d = 100 mm si lungime / = 6 m este fixata rigid, In plan
vertical, intre doi pereti la temperatura #; = 20°C. Sa se calculeze temperatura limitd pana la care se
poate incdlzi uniform bara, fard ca aceasta sa flambeze. Se da coeficientul de dilatatie termica
a=12,510" grad'1 si modulul de elasticitate £ =2,1-10° N/mm?.

P.8.10. Sa se dimensioneze un stilp de lemn de lungime / = 3,2 m i sectiune patratd bxb
solicitat la compresiune de o fortd P = 120 kN. Stalpul este incastrat la un capat si simplu rezemat
la celalalt.

P.8.11. Cadrul din figura 8.13 are bara AC alcatuita din doua profile U20 si bara BC de
rigiditate infinita. Stiind cd nodul C nu se poate deplasa 1n directia normalei la planul cadrului (axa
z) sd se determine forta criticd de flambaj (bara AC este confectionata din otel S360).
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9. CALCULUL PLACILOR SUBTIRI DE REVOLUTIE
IN TEORIA DE MEMBRANA

Placile subtiri de revolutie sunt placi la care suprafata mediana se obtine prin
rotirea unei curbe plane in jurul unei axe cuprinsd in planul ei. Curba plana se
numeste curba meridiana, planul ei plan meridian, iar axa in jurul careia se
roteste, axa de revolutie. Fiecare punct P al meridianului descrie un cerc de raza r,
cu centrul pe axa de revolutie, denumit cerc paralel (fig. 9.1, a).

Meridian

a) b) <)

Fig. 9.1.

Raza de curbura r; a meridianului reprezinta distanta de la punctul P la centrul de
curburd O; al acestuia, situat pe normala la planul tangent in punctul P la
suprafata mediand (fig. 9.1, b). Intersectia suprafetei mediane cu un plan
perpendicular pe planul meridian, care contine normala in punctul P la planul
tangent la suprafata mediand, reprezintd a doua curba principald in punctul P al
suprafetei mediane (fig. 9.1, a). Raza de curburd a acestei curbe este notata cu r;
si reprezintd distanta de la punctul P la centrul de curburd O, situat pe axa de
simetrie (revolutie).
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Intre raza de curbura 7 si raza cercului paralel » exista relatia (fig. 9.1, b):

=t 9.1)
CoOSx

Normalele la planele tangente in fiecare punct P al suprafetei mediane
intersecteazd placa in punctele 4 si B, dispuse simetric fatd de punctul P.
Lungimea segmentului 4B reprezinta grosimea ¢ a placii in punctul P (fig. 9.1, ¢).
Placa este de grosime constanta dacd valoarea lui ¢ este aceeasi in toate punctele
suprafetei mediane. Placa se considera subtire atunci cand raportul #/r, poate fi
neglijat fata de unitate.

Modul cel mai simplu de tratare a acestor vase este de a considera ca peretele
vasului se comportd ca o membrand si In consecintd el este solicitat numai la
eforturi in planul tangent la suprafata mediand. Aceasta ipotezd corespunde
studiului vaselor in teoria de membrana sau teoria fara momente. Conditia ca un
vas de rotatie cu pereti subtiri sa poata fi calculat in teoria de membrana este ca
presiunea din interiorul lui, intr-un plan normal pe axa de simetrie, sd fie
constanta. O astfel de solicitare este data de forte de presiune, pe care le exercitd
un fluid greu sau un material fard coeziune, aflat in interiorul vasului sau pe
exteriorul unui vas de revolutie cu axa verticald sau un gaz sub presiune aflat in
interiorul unui vas de revolutie Inchis.

Teoria de membrand admite distributia uniformd a tensiunilor pe grosimea
pliacii. In consecinti, este suficient si se determine starea de tensiuni din jurul
punctului P de pe suprafata mediana.

9.1. EFORTURI SECTIONALE $I TENSIUNI

Cu ajutorul a doud meridiane si a doud cercuri paralele se izoleaza un element
de invelis dsi, ds, (fig. 9.2, a). Arcul meridian ds; are raza de curbura r, iar arcul
paralel ds, are raza de curburd r, (fig. 9.2, b). Intre lungimile elementare ale
arcelor si razele de curbura exista relatiile:

ds, =rde; ds, =r,do. 9.2)

Deoarece in teoria de membrana distributia tensiunilor pe grosimea ¢ a placii
se considera uniformd, eforturile din planele principale (fig. 9.2, b), denumite
eforturi sectionale se reduc la componentele:

N,=0,1; Nygy=04,4t; Ny=04-t; N,

Gy, -1 (9.3)

o T 0p

care se dezvolta in planul tangent al suprafetei mediane si se exprima in N/m.
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Deoarece, in baza dualitatii tensiunilor tangentiale Tq0 = Toq, rezultd cad Nyp = Nog.

Axa de simetrie

Elementul de
invelis

Fig. 9.2.

Pe de alta parte, datorita incdrcarii simetrice fata de axul de revolutie,
eforturile sectionale Nyo = 0, momentul lor in raport cu axa de revolutie este nul
deoarece fortele exterioare, simetrice fatd de axul de revolutie, dau moment nul 1n
raport cu acesta. In consecintd, la invelisurile de rotatie incarcate simetric apar
numai doud necunoscute N, si N.

Pentru determinarea lor se izoleaza elementul infinitezimal ds;ds; (fig. 9.3, a).
In centrul acestui element s-a reprezentat rezultanta incarcarii exterioare de pe
elementul respectiv — pds;ds,, iar pe grosimea peretelui, fortele corespunzatoare
eforturile sectionale. Datoritd simetriei, Ng este constant, in schimb N, creste
odata cu cresterea unghiului ¢. Din ecuatia de proiectie pe directia rezultantei
fortelor exterioare pdsds, se obtine (fig. 9.3, b si ¢):

ON . d . de
(N(P +N, +—"’st2 s1n7q)+ 2N,ds, sin == — pds,ds, =0. (9.4)

S

d_(pgd_(p sin@;de

Daca se fac aproximatiile sin , 7, se Tmparte cu ds;ds, si

se trece la limitd dp — 0, ecuatia (9.4) devine:
No Ny _

n r

p. (9.5)

Ecuatia (9.5) este cunoscutd sub numele de ecuatia lui Laplace. In aceasta
ecuatie p este pozitiv cand actioneaza in sens opus fatd de centrul de curbura.
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Pentru rezolvarea completa a problemei mai este necesara o ecuatie de
echilibru. Aceastd ecuatie se poate obtine dacad se foloseste ecuatia de echilibru
general pentru acea parte din invelis care nu are legaturi cu terenul.

N,
N, +22 2 ds aQ,
A" 6?.5'1 1 1

a)
N, dsy
f’ 9 Axa de simetrie
) pdspds,  d9/2
I\.Ed.s']
C)
b)
Fig. 9.3.

In acest scop se sectioneaza placa printr-un con cu varful in O, iar, materialul
din interiorul vasului, cu un plan care contine cercul paralel pe care se afld punctul
in care se cautd valoarea lui N, de exemplu sectiunea / —/ in figura 9.4, a. Din cele
doua parti in care vasul a fost impartit, se retine partea de jos, adicd acea parte care
nu are legaturi cu terenul. Fortele de legatura care trebuie introduse sunt cele
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corespunzdtoare efortului sectional N, si presiunii p in planul de sectionare (fig. 9.4,
b). Deoarece grosimea peretelui vasului este mica in raport cu razele invelisului,
raza principald r, si raza cercului paralel » se considera pentru suprafata mediana.

pva Y

Fig. 9.4.

Din ecuatia de proiectie pe axul de revolutie a tuturor fortelor ce actioneaza pe
portiunea de invelis retinut (fig. 9.4, b):

(N, -2nr)-sino—p-mr’ —yV; =0 (9.6)

in care yV; reprezintd greutatea lichidului sau gazului din interiorul partii izolate,
se obtine:

N :p-Tcr2+q(V1

9.7
* 2mrsing ©-7)

Se poate retine si portiunea din vas care prezintd legaturile cu terenul dar, in
acest caz, trebuie determinate mai Intdi fortele de legaturd exterioare si apoi
efortul sectional N,,.

9.2. DIMENSIONAREA iNVELISULUI

In fiecare punct din peretele vasului se dezvoltd o stare plana de tensiuni ale
caror valori se deduc din relatiile (9.3):

G,=—; GCg=—". (9.8)
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Pentru dimensionare se aplica una din teoriile de rezistenta recomandate. De
exemplu in cazul teoriei 7+, conditia de rezistenta este

J<B-o,. 9.9)
in care B3 este un coeficient care tine seama de capacitatea mai mica de rezistentd a
placii in sectiunile de Tmbinare dintre tablele din care este confectionat vasul.
Daca placa se realizeaza din table sudate cap la cap, B € (0,8+0,85).

Folosind relatiile (9.8) grosimea necesara a peretelui vasului se determina
astfel:

—daca N, N, <0,

G,b |0, —Oy

? ¢

e b

Cop = maxﬂcw

N |+|N
rzw; (9.10)
po,
—daca N, Ny>0,,
t> maXUN“” Ne”. 9.11)
po,

La grosimea ¢ a peretelui, rezultatd din calculul de rezistenta, trebuie sa se tina
seama de adaosul tehnologic # si adaosul de coroziune ¢, care depinde de
agresivitatea fluidului continut in vas.

9.3. CALCULUL INELELOR DE RIGIDIZARE

Pentru ca sa fie posibila starea de echilibru de membrana este necesar ca
legaturile sa fie dupd directia tangentei la meridian pe inelul de sprijin adica
suprafata de sprijin sd fie normala pe suprafata mediand a placii (fig. 9.5, a).
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N,cosf

-, i

a) b)
Fig. 9.6.

De obicei suprafata de sprijin este orizontald (fig. 9.5, b), fapt pentru care
efortul sectional se descompune si apare o solicitare suplimentarda datorita
componentei Ny-cos¢. Aceasta solicitare apare si in cazul zonelor de racordare a
invelisurilor (de exemplu racordarea unei parti cilindrice cu o calota sferica
prezentata in figura 9.5, ¢). Componenta orizontald Ny-cosf trebuie preluatd de un
inel numit inel de rigidizare. Neglijand deformatiile inelului si ale invelisului se

poate calcula efortul axial / din inel, considerand echilibrul unei jumatati de inel
(fig. 9.6, b):

2H=J.N(pcosB~rdocsin0L=2N(prcosB (9.12)
0

de unde
H=Ngyr-cosp . (9.13)
In cazul vaselor de revolutie, in zonele de racordare ale invelisurilor (fig. 9.6, a)

inelele de rigidizare sunt comprimate, verificarea lor facindu-se la flambaj cu
relatia:

Fig. 9.5.
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N._ 3EI
N, :|Hr|£qu = c” =
f f

(9.14)

in care N; este efortul axial din inel, ¢, — coeficientul de sigurantd la flambaj,
I — momentul de inertie al sectiunii inelului fatd de axa centrala proprie normala
pe planul inelului, £ — modulul de elasticitate longitudinal al materialului din care
este confectionat inelul.

Calculul exact al tensiunilor ce se dezvoltd in zonele de racordare si de
rezemare ale vaselor subtiri necesitd luarea in considerare a momentelor
incovoietoare, calculul prezentat mai sus reprezintd un calcul simplificat pentru
inelele de rigidizare, el constituind o solutie satisfacdtoare pentru unele cazuri
practice.

Probleme rezolvate

P.9.1. Sa se determine eforturile sectionale in peretii unui vas conic rezemat la partea
superioara, de inaltime H si raza R, plin cu un lichid de greutatea specifica y (fig. 9.8, a).

H
PR N
N, il cil
; [ ~:
H 7
N qc)an N (;on
a) b)

Fig. 9.7.
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Deoarece in cazul rezervorului conic meridianul este o linie dreapta r; = o si formula lui
Laplace (9.5) ia forma:

in care p = yy este presiunea la cota y a vasului, iar

2
p=—r :r\/1+tan20(:£(H—y) 1+ R .
coso H H

Rezulta:

Ny = Y%y(H—y),/H(S)

Se constatd ca efortul sectional Ny are o variatie parabolicd reprezentata in figura 9.8, c.
Pentru determinarea punctului in care efortul sectional are valoare maxima se deriveaza expresia
lui Ny si se egaleaza cu zero:

H/2

max
N, 0

R
O
~
O

~

dN, R RY
=y (H-2y)|1+| =] =0=y=
dy Vg2 (HJ 7

Valoarea maxima este:

2
1 R
N™ =—yRH |[1+| —| .
0 4Y [Hj
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Pentru determinarea lui N, la cota y a vasului se face o sectiune / — / si se izoleaza partea
inferioara (cea care nu prezinta legaturi cu terenul) (fig. 9.8, ). Din ecuatia de proiectie pe axa de
revolutie:

No-2mr-cosa—p-mr’ —yV, =0,

rezulta: 7 B C /N"’
. pome by (N ) &
Py P 3 [ B+,
N, = = =7 p
27 COS oL 27 cos o 0;6/\,,16: ry =R
[ N= < = >\N l
B C [0) ¢
TR iy s i+ B
TRk L b7 b)
C e A N, ]XIPA R P
Variatia lui N, egfe redata wﬂguraﬁ) 8, c. *Pentru y =0 se obtine = ERH 1+ y7a , lar
N s/er
B <—P0 AX\
pentruy=H, N, = ; 777777777777777 i
d _O i ! H 1 N, ima si
o , se (83;1ne cota y = 2 a care N, are vasoarea maxima si anume:
3 RY i
N = 2 RH (14 Fig. 9.9.
K 16 H

Se constatd cd Ny > N ™.

in inelul de rezemare apare efortul:
. 1
N, =—HR = (N -sina)R = TR,

P.9.2. Un recipient pentru depozitarea gazelor lichefiate are raza R = 1 m si fundurile sub
forma de calote sferice de naltime 2 = 0,42 m (fig. 9.9, a). Presiunea interioard la care sunt
depozitate gazele este p, = 8 bar. Mantaua rezervorului este confectionatd din virole cilindrice in
constructie sudatd, cu imbinare cap la cap, iar asamblarea fundurilor la manta se face tot prin
sudura. Stiind ca rezistenta admisibild a materialului este 6, = 120 N/mm?, iar B =0,8, sd se
dimensioneze peretii rezervorului.
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in cazul unui invelis sferic cele doud raze de curbura sunt egale cu raza sferei r; = r, = R;,
fapt pentru care formula (9.5) devine:

N(p + NO = pRs,
in care p = po = 8 bar = 0,8 N/mm?, iar, din considerente geometrice, (fig. 9.9, a)

2 2 2
RY:R +h :1+0,42 —14m
‘ 2h 2-0,42

Pentru determinarea eforturilor sectionale mai este necesara o ecuatie. Pentru aceasta se
efectueaza sectiunea / — / prin fundul sferic (fig. 9.9, @) si se proiecteaza pe axa de simetrie fortele
corespunzatoare efortului sectional N,, si presiuni p, (fig. 9.9, b):

(N, sing)-2nr — porr’ =0.
Rezulta

N =P " :ﬂRX:%-l,4-103:560N/mm

¢ 2 sing 2

inlocuind in relatia lui Laplace rezulta:
N. = _Po _
0o =PoR, —N, = TRS =560 N/mm.

Deoarece pentru fundurile sferice al rezervorului N, = Ny = 560 N/mm?, din conditia de
rezistentd (9.11) rezulta

560
0,8-120

=5,83mm.

Grosimea efectiva a peretelui fundurilor rezervorului, tindnd seama de adaosul tehnologic (z,)
si de coroziune (¢.) este s = 8 mm.

Pentru mantaua cilindrica raza de curbura a meridianului este 7| = oo, iar cea a paralelului este
r, = R. Formula lui Laplace devine:

No =poR =0,8-10° = 800 N/mm.
Efectuand o sectiune in zona cilindrica a rezervorului (fig. 9.9, ¢) si proiectand toate fortele pe
axa de simetrie se obtine:

N, 21 - pynR® =0 = N, =20 R = 281000 = 400 N/mm,
272

Din conditia de rezistentd (9.11) se determind grosimea de calcul a peretelui mantalei:

800

=—=8,33mm,
0,8-120

care majoratd cu adaosul tehnologic (¢,) si cel de coroziune (¢.), conduce la s = 12 mm.
Izoland zona de racordare (fig. 9.9, d) se determina efortul in inelul de rigidizare:
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o By —h -
$f6rS_R:_560.w
R

5 B

N, =-HR =~(NJ cos¢,)R =-N -1-10° =392 kN.

P.9.3. Rezervorul din figura 9.10, este format dintr-o parte cilindrica, o parte conicd §i un
capac sferic. Rezervorul este plin pand la nivelul inelului de rigidizare 4 — 4 cu un lichid de
greutate specifici y = 12 kN/m’, iar in calota sferica se afld un gaz la presiunea p, = 4 bar. Si se
dimensioneze peretii din tole de otel sudate (5, = 100 N/mm’, B = 0,8) dupa teoria a Ill-a de
rezistenta (T;) si sa se calculeze eforturile in inelele de rigidizare 4 — 4 §i B — B.

Dimensionarea peretilor implicd mai Intdi determinarea eforturilor sectionale N, si Ny pentru
cele trei zone: sferica, cilindrica, respectiv conica.

Zona sferica
Deoarece pentru un invelis sferic 7, = r, = R formula lui Laplace capata forma:
NI + N = pyR,
in care
I R*+h _14%+1
* 2h, 2-1

=148 m.

Pentru determinarea lui N, se face sectiunea / — / reprezentatd in figura 9.10, c. Neglijand
greutatea gazului, din ecuatie de proiectie pe axa de simetrie:

(Ng/’ -sin @) - 2 — p,r’ =0
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g R=14m
T N 296 296
- p
< 0 \\
AI I S IA -
=~ g
= — |
D e g
< ——— =
;:;:7 280 ; x N/mm
Bj — —— —|B i
S —— 487
- I \C o/ S/ 945,95
I
< 1 C
a) b)
0,
r A bo \ A ‘ "3 ,
/_ ——— | ou O p /N o
VA LI REREY AN - |- byii b
NY Po ¢ of — 3 N OTF
¢ Ry N, S R —
Ol: 02 N(:i/ Pffpf?1 ????1J Nc[l 'YVz r
¢ R ®
c) d) e)
Ny Izvg;
BN ~Hp
(X,A con CON/
N@B NLP‘B
f) 9)
Fig. 9.10.

rezulta:
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Po T _ PR

NY =
® 2 sing 2

Inlocuind in formula lui Laplace se obtine

N = N = PoR, _04-148-10°

> =296 N/mm.
2 2

Reprezentarea celor doud eforturi sectionale — constante — este prezentata in figura 9.10, b.
Deoarece N = N, ;f =296 N/mm

de unde rezulta grosimea de calcul a peretelui zonei sferice,

o NY 296

" Bo, 08-100

o/ .

Tinand seama de adaosul pentru coroziune ¢, = 1,3 mm rezultd s = 5 mm.

Zona cilindrica
Pentru mantaua cilindrica r| = o; r, = R. Din formula (9.5) rezulta;

Ng" = pR=(p, + )R

deoarece presiunea la cota este = po Tyy. Se constata ca Ndl are o variatie liniard intre
0 5
valorile:

cil
NQ,A

L= PoR=04-14-10° = 560 N/mm,

y=

o L, =y +7hy)R = (0,4+12-10°-4-10°)-1,4-10° = 672,2 N/mm.
y

0.8 _

Pentru determinarea lui N ;” se face sectiunea I/ — II si se izoleaza partea superioara pentru

ca nu are legaturi cu terenul si deci, nu apar necunoscute suplimentare (fig. 9.10, d).
Din ecuatia de proiectie pe axul de revolutie

N -27R* +yV, - prR* =0
rezultd
_ pnR’ —ynR’y  p, W PR 0,4-1,4-10°
2nR 2 2 2

N = 280 N/mm.

Variatia celor doua eforturi sectionale este redati in figura 9.10, 5. Deoarece N’ > N&!

0,max ®,max

din conditia de rezistenta (9.11) rezulta
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i Now _ 6722 _ o)
Bs, 08-100

cil _

Tinand sema de adaosul de coroziune 7. = 1,6 mm rezultd s = 9 mm.

Zona conica
Se face sectiunea /// — III la cota z de punctul C (fig. 9.10, ). Din ecuatia de proiectie pe axa
de simetrie

N cosa)-2mr — prr® —yV, =0
® p V2

rezulta
N;on — pnrz _YVZ .
2mr cos o
Deoarece
R 1 1
r=—z; COSO=————; V,=—w’z; p=ylp,+h,+h,-2)];
h, 2 3
R
1+ —
[hJ
se obtine
2 rRY
(gon ———32|:p0 +'Y(h2 +h3 —EZJ:| 1+[ZJ
Pentru

2=0= N =0;

2
vl ST
3
1,4

2
-1,4-10{0,4+12~106(4+%}-103} 1+[Bj =487 N/mm.

>

1
2

Variatia efortului sectional N ™" este redata in figura 9.10, b.

Se constata cd pentru zona conicd 7| = oo, iar

r R RY
r, = =—2z |1+ —] ,
cosa A, h,

caz in care din formula lui Laplace (9.5) rezulta
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2
con It 13
NG =p-r :[p0+y(h2+h3—z)]h—z 1+(h—]

3 3

Pentru — — —— -

z=0= Ng¢ =0; = =

2
z=hy = N = R[p, +1h, 1+[h£J = -

2
=1,4-10°[0.4+12:10° -4-10° 1+[%] = 945,95 N/mm.

>

Variatia efortului sectional Ng™ este redata in figura 9.10, b.

Deoarece Ny = N:  din conditia de rezistentd (9.11) se

0,max ¢, max >

determina grosimea de calcul a peretelui zonei conice:

jon _ Vi _ 945,95

= =11,8 mm.
Bs,  0.8-100

Tinand seama de adaosul de coroziune ¢, = 1,2 mm se obtine s = 13 mm.
Pentru calculul eforturilor in inelele de rigidizare se izoleazd acestea si se introduc eforturile

sectionale. In conformitate cu figura 9.10, frezulta:

R — —
N*=-HR=~(NY cos¢,)R=—-N7 Rl g 5962481 1400 ~134,4 kN.
: ? ° R, 1,48

Pentru inelul B- B (fig. 9.10, g)
L4

N/ =—HR =—~(NJ; sina)R = 487——L2 1400 = —527,4kN.

2
14+ L4
1,2

Probleme suplimentare

P.9.5. Sa se determine eforturile sectionale N, si Ny in peretii rezervorului cilindric cu fund
sferic din figura 9.11. Diametrul vasului este D = 2R = 3,6 m, indltimea H = 6 m, iar lichidul are

greutatea specificd y = 15 kN/m”.
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H
HM‘

Fig. 9.12. Fig. 9.13.

P.9.4. Un vas conic de razd R =1,8 m si Indltime 2H = 5 m este plin pe jumatate cu un lichid
de greutate specifica y = 16 kN/m’ (fig. 9.12). Si se dimensioneze peretele vasului cunoscand ci
este confectionat din virole sudate cap la cap (5, = 120 N/mm?, p = 0,8).

P.9.5. Un rezervor semisferic de razi R = 1m si este plin cu apd (y = 10 kN/m’) . Vasul este
suspendat la partea superioard asa cum se poate vedea in figura 9.13. Sa se determine eforturile
sectionale N, si N si sd se dimensioneze peretele vasului daca o, = 100 N/mm?, iar B = 0,8.

P.9.7. Sa se verifice tensiunile din peretii unui vas cilindric cu diametrul D = 2,8 m, stiind ca
grosimea tablei este s = 10 mm, presiunea interioard p = 1,2 MPa, iar tensiunea admisibila
6, = 180 N/mm®. Vasul are la capete doud capace plate.
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10. SOLCITARI VARIABILE

In capitolul 1, in cadrul clasificarii incarcarilor, s-a precizat ci, in functie de
efectele interne pe care le induc, Incarcdrile se Tmpart in doua categorii: Incarcari
constante — la care efectele interne sunt aceleasi pe toatd durata solicitarii — si
incdrcari variabile — la care efectele interne, produse de acestea, variaza in timp.

Solicitarile care induc tensiuni (o, T) variabile in timp, periodic, intre o limita
inferioara si alta superioara, sunt denumite solicitari variabile.

Solicitarile variabile intalnite in exploatarea unor piese sau structuri pot fi:

— solicitdri rezultate din aplicarea sistemelor de forte, care apar de exemplu in
cazul podurilor, macaralelor, al pieselor in miscare din cadrul masinilor,
locomotivelor, sau din aplicarea unor presiuni variabile, intilnite la recipiente,
conducte, containere etc.;

— solicitari produse de variatiile de temperaturd, care apar de exemplu la
echipamentele care lucreaza cu materiale sau fluide calde;

— vibratii ale sistemelor de transmisii mecanice sau datorate unor forte
aerodinamice sau hidrodinamice;

— solicitdri rezultate din conditii de mediu, cum sunt cele generate de forta
vantului sau a valurilor in cazul navelor, platformelor de foraj, pilonilor de
sustinere ai podurilor, recipientelor de tip coloana etc.

Ruperea pieselor supuse solicitarilor variabile se produce la tensiuni mult mai
mici decat in cazul solicitarilor statice. Acestui fenomen i s-a dat numele de
oboseala materialului. Atunci cand o piesa dintr-un material ductil este solicitata
static, ruperea finala este precedati de deformatii plastice mari. In cazul in care
piesa respectiva este supusa unor solicitari variabile ruperea se produce la tensiuni
mai mici decat limita de curgere si aparent fard deformatii plastice. La Tnceput
apar una sau mai multe fisuri de dimensiuni mici, care, sub actiunea solicitarilor
variabile, se dezvolta pana cand, la un moment dat, se produce ruperea finala. Din
aceastd cauzd oboseala materialului poate fi definitd ca un proces de initiere §i
propagare stabila a uneia sau mai multor fisuri ca rezultat al aplicarii repetate a
solicitarii, fiecare aplicare fiind, prin ea insasi, insuficienta pentru a produce
ruperea.

259



SOLICITARI VARIABILE

Solicitirile variabile pot avea un caracter determinist sau aleator. In cazul
solicitarilor deterministe se pot stabili anumite relatii care pot caracteriza evolutia
lor la un moment dat. Solicitarilor aleatoare nu se pot exprima prin relatii analitice
din care cauzd, evolutia lor in timp se studiazd prin inregistrari; prin calculul
probabilitatilor se pot face apoi estimari privind comportarea in viitor a pieselor
supuse la astfel de solicitari.

10.1. CICLURI DE SOLICITARI VARIABILE

Dintre solicitdrile deterministe, cele mai frecvente sunt solicitarile periodice
cu variatie continud. Aceste solicitdri variabile pot fi exprimate prin intermediul
unor functii cu variatie ciclica in timp, definite prin marimile caracteristice unui
ciclu de referinta si prin numarul de repetari al acestuia (fig.10.1).

GA <L>

©

Gmax

Om

G min />

Fig. 10.1.

Ciclul de solicitare reprezinta totalitatea valorilor pe care le ia tensiunea, intr-
un punct al piesei, in intervalul de timp de referintd. Timpul de referintd 7, dintre
doua valori consecutive, de acelasi semn ale tensiunii, poarta numele de perioada.
In decursul unui ciclu, tensiunea trece o singurd dati printr-o valoare maxima,
numita tensiune maxima Gy, $i 0 valoare minima G ,,;,, numita tensiune minima.

in functie de G gy $1 Gmin s€ definesc:

— tensiunea medie:

G, = Somar ¥ Omin. : (10.1)
2
— amplitudinea tensiunii, reprezentand componenta alternanta:

(&) -0, .
o =M min : 10.2
ETESTT (10.2)
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Tabelul 10.1.
Nr. .
ort Ciclul G max + O min G, O, R
Cicluri ondulante (6., $i G, au acelasi semn)
oo
8]
Gm = Gmax =
1 G max = O min > 0 O min R = +1
f o
Ciclul static pozitiv

2 Omar > 0 Om >0 0<R<+l

Cin >0 o,#0
c,=0

3 Cmas> 0 i R=0

O in = 0 — Omax
Ciclul pulsator pozitiv
Cicluri alternante (6,4, $1 G, au sSemne contrarii)
Gmax >0
>
4 O min <0 gmig _1 <R <0
O pax 2|OMin| Y
Ciclul alternant
v
W
5 | HET\'. l G max = — G min >0 Om= R=_1
1 | l t < 0 =
s\ O 1min Gy O max
B
(o)
Ciclul alternant simetric
— coeficientul de asimetrie al ciclului:
o .
R=—""; (10.3)
Gmax
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— caracteristica ciclului:

(o) (&) —O

v max min

_1-R

- . 10.4
1+ R ( )

(o) o +O

m max min

Intrucat, intre marimile definite anterior exista diferite relatii, in parte
precizate, se constatd cd un ciclu este complet caracterizat prin doud astfel de
marimi: (Gax; Omin)

Dupa marimile si semnele pe care le au G, $1 Guin, s¢ disting diferite tipuri
de cicluri de solicitari variabile care sunt redate in tabelul 10.1.

10.2. REZISTENTA LA OBOSEALA

Caracteristica mecanicd a unui material din care este confectionatd o piesa
supusa la solicitari variabile, este rezistenta la oboseala.

Rezistenta la oboseald se determina experimental si depinde de coeficientul de
asimetrie al ciclului R.

ol
Ryl < P
Mo
GOR3
ORr o=
o) -
N, N, N; N, N, cicluri

Fig. 10.2.

In acest scop, conform STAS 5878-69, se incearci minim opt epruvete
identice, la o solicitare variabild cu acelasi coeficient de asimetrie R si se inscriu
pe diagrama diferitele seturi de valori (og;, Vi); Gr este intensitatea maxima — in
valoarea absolutd — a tensiunii la care se rupe epruveta dupa N cicluri, cu
coeficientul de asimetrie R. In felul acesta se traseaza punctele P; (i = 1,2, ..., 8),
prin unirea cdrora se obtine curba de durabilitate, curba care este cunoscutd sub
numele de curba lui Wohler (fig. 10.2). Valoarea catre care tinde asimptotic
aceastd curbd este rezistenta la oboseald o, pentru solicitarea variabild cu
coeficientul de asimetrie R. Rezistenta la oboseald pentru cilul alternat simetric se
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va nota c_;, pentru ciclul pulsator, cu oy, iar pentru ciclul static o1 (G4
corespunde rezistentei la rupere la solicitarea staticd).

In mod practic, oy reprezinti valoare maximi a tensiunii de solicitare a epruvetei
la care aceasta nu se rupe dupd un numar conventional de cicluri Ny. Pentru oteluri se
1aNg= 10% ... 10’ cicluri, iar pentru aliaje usoare se 1a Ny = 5107 ... 10® cicluri.

In cele mai multe cazuri punctele P; obtinute experimental prezinti o dispersie
destul de mare astfel incat curba de durabilitate nu este usor de definit. Din
aceastd cauza pentru determindri precise este necesar sd se incerce un numar
relativ mare de epruvete — cateva zeci . Rezultatele experimentale se prelucreaza
statistic si se traseaza curbe care indica probabilitatea de rupere.

Dificultati la determinarea rezistentei la oboseala se intdmpina si in ceea ce
priveste metodologia experimentald atunci cand se studiazd si altfel de cicluri
decét cel alternant simetric.

10.3. RUPEREA PRIN OBOSEALA

De mai mult de un secol, de cand s-a constat fenomenul de oboseala, s-a
cautat sa se explice modul de producere a ruperii prin oboseald si cum aceasta
diferd de ruperea la solicitari statice.

Din analiza comparativd dintre sectiunea unei bare rupta la oboseald si una
apartinand unei bare solicitati static rezulti deosebiri semnificative. In cazul barei
rupte prin oboseald se disting doud zone: una lucioasa, cauzatd de frecarea
materialului in timpul propagarii fisurii $i una grauntoasa, in zona in care are loc,
brusc, ruperea finala. Procesul de rupere prin oboseala este initiat prin aparitia
unei microfisuri, care prin extindere formeaza o fisurd, a carei pozitie poate fi usor
identificatd 1n sectiunea piesei rupte. Cand viteza de propagare a fisurii nu este
constanta, pe suprafata lucioasa se observa anumite linii de repaus care marcheaza
intreruperile de propagare a fisurii.

Aspectul ruperii la oboseald depinde si de natura ciclului de solicitare. in
tabelul 10.2 sunt redate diferite sectiuni de rupere pentru diferite solicitari si
diferite tipuri de peruvete. Sagetile indica directiile de propagare a fisurilor, iar
zonele hasurate reprezintd zonele mate (cu asperititi) corespunzatoare zonelor
active din momentul ruperii.

Pentru solicitarile de incovoiere rotativa sau intindere-compresiune, de obicei
existd o singurd fisurd initiala. In cazul incovoierii plane apar dous fisuri dispuse fata
in fatd. Atunci cand valoarea maxima a tensiunii este mica (solicitare mica) fisura se
propaga aproape in toatd sectiunea, zona ruperii bruste (cea hasurata) fiind mica.
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Tabelul 10.2.
Epruveta cu
concentrator inelar

. Epruveta neteda
Felul solicitarii

Solicitare mica Solicitare mare Solicitare mica

Incovoiere
rotativa

Incovoiere plana

Intindere-
compresiune

Trebuie remarcat faptul cd in cazul ruperii prin oboseald nu apare acea gatuire
specifica ruperii statice a materialelor tenace, ceea ce conduce la concluzia ca
ruperea prin oboseala are carater fragil.

10.4. FACTORI CARE INFLUENTEAZA REZISTENTA
LA OBOSEALA

Rezistenta la oboseald este o marime complexa care depinde de o serie
intreagd de factori. Unii dintre acestia pot fi luati in considerare in calculele de
rezistentd prin intermediul unor coeficienti; de altii se poate tine seama la alegerea
materialului, a formei piesei si a tehnologiei de fabricatie.

Se poate face o sistematizare a acestor factorii astfel:

— factori constructivi;

— factori tehnologici;

— factori de exploatare.

264



SOLICITARI VARIABILE

10.4.1. FACTORI CONSTRUCTIVI

In piesele de tip bara, distributia tensiunilor data de rezistenta materialelor este
stabilitd in ipoteza ca sectiunea este constantd, iar abaterile de la aceasta
distributie sunt nesemnificative 1n cazul in care sectiunea barei are o variatie lenta.
In practica sunt putine cazurile in care piesele au sectiuni constante. Schimbirile
bruste ale sectiunii transversale, cum sunt cele determinate de trecerea de la o
sectiune la alta, de gduri sau crestaturi, produc in zona lor o modificare
semnificativa a legii de distributie a tensiunilor si deformatiilor specifice. La
materiale ductile, in astfel de zone in care se produc concentrari de tensiuni, de
reguld la suprafata piesei, valoarea acestora poate depdsi limita de curgere a
materialului. Ca urmare viata pieselor este redusa semnificativ.

In calculele ingineresti astfel de fenomene se iau in considerare prin
intermediul unor factori constructivi, care cuprind:

a) Forma piesei si modul de asamblare (cu celelalte piese ale constructiei),
care necesitand schimbari bruste de sectiune constituie concentratori de tensiuni.
Acesti factori se ia in considerare prin coeficientul:

B, = oy (10.5)
(G—l,k)do

unde (o), este rezistenta la oboseala — in ciclul alternant simetric — a unei

epruvete cu diametrul standardizat dy, ideald, adica fara incluziuni strdine si cu
suprafata perfect lustruita si lipsitd de concentratori de tensiuni; (o), este
rezistenta la oboseald — 1n ciclul alternant simetric — a unei epruvete cu diametrul
standardizat dy, dar avand forma si modul de asamblare a piesei reale (la care
apare deci concentratorul de tensiuni), dar cu suprafata perfect lustruitd si fara
incluziuni de material strdin.

b) Dimensiunile piesei. Acestea se iau in considerare prin coeficientul:

_ (G—l,k)d _ (G—l,k)d

(G—l,k)do (G—l)do

B, <1, (10.6)

k

unde (o _, , ), este rezistenta la oboseald, in ciclul alternant simetric, a piesei, avand

forma, modul de asamblare si dimensiunile piesei reale, dar cu suprafata perfect
lucie si fara incluziuni de material strain. Acest coeficient este subunitar deoarece
la piese cu dimensiuni mai mari probabilitatea existentei unor microfisuri este mai
mare decat la piese cu dimensiuni mici.
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10.4.2. FACTORI TEHNOLOGICI

Factorii tehnologici iau in considerare calitatea §i omogenitatea materialului
precum si gradul de prelucrare al suprafetei piesei.

Rezistenta la oboseald, ca si celelalte caracteristici mecanice, difera de la un
material la altul. Din aceasta cauza datele informative despre caracteristicile
mecanice ale diferitelor materiale, cuprinse Tn normative si standarde, contin §i
valoarea rezistentei la oboseald, determinatd pe epruvete netede (de obicei
standardizate) cu diametrul in jur de 8§ — 10 mm.

Dintre factorii tehnologici care au o influentd negativd asupra rezistentei la
oboseald se mentioneaza: structura neuniformd a materialului, structura cu
granulatie mare, existenta crustei de turnare, forjare, laminare, tratamente termice
sau neuniforme. In schimb tratamentele termice corecte, crearca de fibre
longitudinale prin forjare sau laminare, ca si tratamentele superficiale au efect
favorabil asupra rezistentei la oboseala.

Un alt factor esential care influenteaza rezistenta la oboseald 1l constituie
starea suprafetei piesei. Dintre cauzele care fac ca starea suprafetei piesei sa
influenteze puternic rezistenta la oboseala se mentioneaza:

— suprafata are intotdeauna zgarieturi rezultate din prelucrare, care constituie
amorse de fisuri;

— la suprafata piesei grauntii cristalini sunt In parte distrusi din cauza
prelucrarii, fapt ce conduce la o sldbire a rezistentei materialului;

— la Tncovoiere si rasucire, tensiunile maxime se dezvoltd la suprafata pieselor.

Factorii tehnologici se iau in considerare prin coeficientul:

o o
_( —l,k)d,s _( —l,k)d‘B_k<1

(o) (6)g &

: (10.7)

k

unde (c_,),,este rezistenta la oboseald in ciclul alternant simetric a piesei

reale: ¢’ ,. Acest coeficient este subunitar deoarece rezistenta la oboseala a piesei
cu microfisuri exterioare si interioare este mai mica decat a piesei perfect lustruite
si fard incluziuni straine de material.

Din relatia (10.7) rezulta ca rezistenta la oboseald, in ciclul alternant simetric,
a piesei reale este:

o, =y’}3—'8"-c_1. (10.8)
k
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10.4.3. FACTORI DE EXPLOATARE

In acesti factori sunt cuprinsi:

a) Conditiile in care functioneaza piesa. Experientele au aratat ca rezistenta la
oboseala este influentata defavorabil de existenta suprasolicitarilor, adicd a unor
solicitari de duratd limitatd dar avand o valoare mai mare decat rezistenta la
oboseala. Cu cat solicitarea initiald a piesei este mai mare sau de mai lunga durata
cu atat rezistenta la oboseala scade mai mult. De asemenea rezistenta la oboseala
scade la temperaturi inalte, fapt pentru care sunt necesare determinari ale
rezistentei la oboseala la temperaturile respective. Tipul de solicitare (de intindere,
incovoiere sau de torsiune) — care este prins in factorii B, €, Y« — influenteaza, de
asemenea, rezistenta la oboseala.

b) Influenta mediului. S-a constatat cd rezistenta la oboseald se diminueaza
foarte mult atunci cand piesa lucreaza intr-un mediu corosiv. Acest efect se
combate prin acoperiri anticorosive, sau prin alegerea de materiale care rezista
mai bine la agentii corosivi.

¢) Gradul de asimetrie al ciclului. Acest factor, In comparatie cu primii doi,
este factorul principal care influenteaza in mod decisiv rezistenta la oboseala. Toti
ceilalti factori se iau in considerare in mod global. Influenta gradului de simetrie
este pusd in evidentd prin intermediul unei diagrame, denumitd diagrama
ciclurilor limita care stabileste legdtura intre doud marimi caracteristice ale
ciclului, la limita, adica in momentul in care se produce ruperea prin oboseala.

10.5. DIAGRAMA CICLURILOR LIMITA

Diagrama ciclurilor limita, indiferent de marimile caracteristice ale ciclului in
care este exprimata, se determind numai pe cale experimentald. Trasarea unei
astfel de diagrame necesitd un numar mare de determindri experimentale si ea
reprezinta variatia rezistentei la oboseala cu coeficientul de asimetrie al ciclului de
solicitare, pentru o piesa data.

Intr-un sistem de axe de coordonate Gm, O, (fig. 10.3) ciclul de solicitare
variabild dintr-o piesd se poate reprezenta printr-un punct M de coordonate
(6m,0y). Intre panta dreptei OM si coeficientul de asimetriec R al ciclului de
solicitare corespunzator punctului M exista relatia:
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Gy

ok
L
0]
M
o
Y o -
oy
Om
OmL
Fig. 10.3.

, 1-R
o 1+R

m

tano = (10.9).

In baza relatiilor (10.1) si (10.2), suma
coordonatelor punctului M reprezinta tensiunea
Gmax a cilului. Prelungind dreapta OM, se
gaseste un punct L, corespunzator unui ciclu
limitd la care tensiunea maxima este egalda cu
rezistenta la  oboseald a  materialului,
corespunzatoare ciclului cu coeficientul de
asimetrie dat:

CmaxlL = OmL T OyL.- (1010)

Locul geometric al punctelor L reprezintd diagrama rezistentelor la oboseala

sau diagrama ciclurilor limita.

10.5.1. DIAGRAMA HAIGH

Aceastd diagrama reprezinta relatia grafica intre 6, §1 6, la limita, adica:

OyL :f(GmL)- (1011)

O astfel de diagrama este reprezentata in figura 10.4, a. Pe ea se disting

urmatoarele puncte caracteristice:

— punctul 4(0,6_,), care reprezintd ciclul limita alternant simetric;
— punctul B(c.1,0), care reprezinta ciclul static la limita (ruperea la solicitarea

staticd);

— punctul P(c¢/2, ¢/2), care reprezinta ciclul pulsator, la limita.

o
A L P ON
D
Q
(¢ 450 oM )
v o 45 B
o, Cll o,
< G+1 >
b)
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Un punct oarecare pe curba L(o,; , G, ) reprezintd un ciclu limita (deci la care
s-a produs ruperea prin oboseald, a carui caracteristica este data de relatia (10):
p = 0,./Gy s al carui coeficient de asimetrie rezulta din relatia p = (1-R)/(1+R).

Un punct oarecare M(c,,G,), care se gaseste 1n interiorul suprafetei
diagrameli, reprezinta o solicitare ciclica a carei caracteristica este p = ¢,/c,,, dar
care nu a atins limita, deci la care epruveta nu se rupe.

In cazul materialelor tenace:

OmaxL = OmL T Oy = O, (10.12)

unde o, reprezintd limita de curgere. Din aceastd cauza diagrama ciclurilor limita
trebuie limitata printr-o dreapta la 45°, a cérei ecuatie este (10.12) si reprezentata
pe figura 10.4, b prin dreapta CD.

a) b)
Gy o,
Age » 4
: N :
o AR @)
..,." ~ .
45° s B
0 5. e, O
G4 _
c) d)

Fig. 10.5.

Deoarece pentru fiecare punct L este necesara o diagrama Wohler (fig. 10.2), o
asemenea diagramd nu poate fi trasatd exact, din care cauza s-a recurs la
schematizarea ei. S-au propus doua schematizari, una de catre Soderberg (SUA),
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cealaltd de catre Serensen (RFR).

Schematizarea propusda de Soderberg constd in dreapta AB pentru materiale
fragile si dreapta AC, pentru materialele tenace (fig. 10.5, a). Pentru materialele
tenace, o diagrama mai putin restrictiva este formata din dreptele 4B si CD care se
intersecteazad in D’ (fig. 10.5, b).

Schematizarea propusd de Serensen se bazeazd pe determinarea lui oy si
consta in doua drepte: AP si PB pentru materialele fragile, respectiv AP s1 PC
pentru materialele tenace (fig. 10.5, c¢). Pentru materialele tenace, o diagrama mai
putin restrictivd este formatd din dreptele AP, PD' si D'C, unde D' reprezintd
intersectia dreptelor PB si CD (fig. 10.5, d).

10.5.2. DIAGRAMA SCHMIDT

Aceastd diagramd reprezintd grafic relatia, care se stabileste la limitd, intre
G max $1 O, TESPECLIV G iy $1 Gy

O maxL =f(GmL); O minL = g(GmL)- (1013)

In aceasta diagrama fiecare ciclu limitd este reprezentat prin doui puncte.
Astfel ciclul alternant simetric este reprezentat prin punctele A(0, o_;) si
A'(0, —o_;) (fig. 10.6,a). Ciclul pulsator este reprezentat prin punctele P(c¢/2,0) si
P’ (0¢/2,60/2). Ciclul static este reprezentat prin punctele B si B’ care coincid

, B’
O max ] ””
27 e C
P
P
LA
4
a 45°
! 5 =
OlMy L, P |
< o m
) G+l
ACa ) |

Fi%.7100.6.
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avand aceleasi coordonate (G4, G+1).

Un ciclu oarecare limitd este reprezentat prin punctele L(Gmaxr, Omr) $1
L’(GminL, GmL) (ﬁg 106, a).

Se poate constata ca diagrama Schmidt este formatd din doua diagrame Haigh
rasturnate, reprezentate in coordonate oblice.

In figura 10.6, b este reprezentati diagrama schematizati Schmidt pentru
materiale tenace, pentru domeniul in care tensiunea medie este pozitiva (G, > 0),
(domeniu cel mai studiat prin incercari experimentale).

O solicitare variabild oarecare, care nu a atins limita, este reprezentata, pentru
domeniul pentru care G,, > 0, prin punctul M de coordonate (G, Gmax)- Inclinarea
dreptei OM este datd de unghiul a carui tangentd este tan o = G, /C,y = 1 + p.
Rezulta ca toate ciclurile care au aceeasi caracteristicad p cu ciclul reprezentat de
punctul M, se afla pe dreapta OM si punctul L reprezinta starea limita pentru toate
aceste cicluri.

10.6. CALCULUL DE REZISTENTA LA SOLICITARI VARIABILE

Datoritd multitudinii factorilor care conditioneaza starea limitd, calculul de
rezistenta la solicitari variabile consta fie intr-un calcul de verificare, caz in care
se determind coeficientul de siguranta, fie intr-un calcul de dimensionare la una
din solicitarile variabile simple (de Intindere, Incovoiere sau torsiune).

In cazul in care este necesar si se determine coeficientul de siguranta trebuiesc
cunoscute urmatoarele elemente:

— ciclul real de solicitare al piesei ce implicd cunoasterea a doua valori, de
exemplu: G, Omin, calculate cu formulele clasice din rezistenta materialelor;
celelalte marimi: o, c,, R si p fiind exprimate in functie de Gu $1 Gmin CU
ajutorul relatiilor (10.1 — 10.4);

— materialul din care este confectionatd piesa ce implica cunoasterea valorilor
G-1, Gy, O¢, 6+1(=R,), respectiv construirea diagramelor ciclurilor limita;

— cunoagsterea factorilor ce influenteaza rezistenta la oboseald; in general
acesti factori sunt: B; — coeficient de forma; g; — coeficient dimensional; y; —
coeficient de stare a suprafetei.

Din cele prezentate mai sus reiese faptul ca, atunci cand se pune problema de
dimensionare a unei piese supusd la solicitdri variabile, este necesard o
predimensionare pe baza formulelor clasice din rezistenta materialelor, dupa care
se face verificare. Dacd verificarea nu este indeplinitd — coeficientul de siguranta
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este nesatisfacator — se modificad dimensiunile piesei pand cand conditia impusa

oA Ciclul limita .

Ciclul Féal

a)

este indeplinita.

Pentru determinarea coeficientului de sigurantd trebuie precizat in prealabil
ciclul limitd in raport cu care se compari ciclul real. In aceasti privinti in
literatura tehnica s-au formulat mai mult criterii, dintre care cele mai importante
sunt prezentate in cele ce urmeaza.

a) Ciclul limita trebuie sd se caracterizeze prin aceeasi valoare a tensiunii
medii ©,, ca si ciclul dat (fig.10.7, a). In consecintdi pe diagrama Haigh
schematizatd a ciclurilor limita, ciclul limita al solicitarii considerate corespunde
punctului L din figura 10.7, b. Dezavantajul acestui criteriu constd in faptul ca
pentru un ciclu real ondulant, ciclul la limitd poate fi un ciclu alternant.

sk Ciclul limiti .., oy

ARV Y M(S,, 0,1

Cicinl real s - Boa0)
© ¢ 0 Co.0) o
a) b)

Fig.10.8.

G min = O minL

G min

b) Ciclul limita trebuie sa aibd aceeasi valoare a tensiunii minime G,;, (in
valoare absolutd) ca si ciclul real (fig 10.8, a). Pe diagrama Haigh schematizata a
ciclurilor limitd, ciclul limita al solicitarii considerate corespunde punctului L,
obtinut prin intersectia unei drepte dusa prin M si care face cu axa G, un unghi de
45° cu diagrama ciclurilor limita (fig. 10.8, b). Acest criteriu este respectat numai

272



SOLICITARI VARIABILE

la determinarea rezistentei la oboseald in ciclul pulsator. El are insa avantajul ca
da valori mai acoperitoare in cazul ciclurilor apropiate de ciclul alternant simetric,

G E‘iclul limit.c-i” o,
Y A(0.6-1) R=R; (p=p1)
Ciclul real o
0] t

a)
Fig.10.9.

care este ciclul cel mai periculos.

¢) Ciclul limitd trebuie sd aibd acelasi coeficient de asimetrie R, respectiv
aceeagsli caracteristicd p a ciclului, ca si ciclul real (fig. 10.9, a). Pe diagrama Haigh
schematizatd a ciclurilor limita, ciclul limita al solicitdrii considerate corespunde
punctului L din figura 10.9, . Dezavantajul acestui criteriu constd in faptul ca
procesul prin care se produce aparitia stirii limitd nu are o justificare fizica. Cu
toate acestea, acest criteriu este folosit pentru determinarea rezistentei la oboseald
atat in cazul ciclului alternat simetric, cat si al ciclului pulsator sau al ciclului static,
fapt pentru care el va fi folosit in continuare pentru coeficientului de siguranta.

Conditia care trebuie indeplinitd atunci cand se efectueaza verificarea unei
piese supusa la solicitari variabile este:

c2cq (10.14)

unde ¢, este coeficientul de siguranta admisibil la solicitari variabile.
In absenta unor reglementdri exprese, tratatele de specialitate prevad
urmatoarele valori orientative pentru c,:

— piese de masini confectionate din otel c=15..17
— piese de masini usoare, din otel c=13..14
— piese importante, din otel cand Incercarea

la oboseala s-a facut pe piesa c=1,35
— piese din otel turnat c=1,4..20
— piese din fonta c=2,0..3,0
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10.6.1. SOLICITARI VARIABILE SIMPLE

Dupa cum s-a aratat mai inainte rezistenta la oboseald a unei piese este
influentata de foarte multi factori si ea diferd mult fatd de valoarea stabilitd pe
epruvete standardizate. Din aceastd cauza rezistenta la oboseald a unei piese reale
se calculeaza cu relatia (10.8) in care 6_; este rezistenta la oboseala — in ciclul
alternant simetric — a unei epruvete cu diametrul standardizat d,, ideald, adica fara
incluziuni strdine i cu suprafata perfect lustruitd si lipsitd de concentratori de
tensiuni.

Utilizand diagrama Haigh schematizatd prin dreapta AC (fig. 10.5, a),
diagrama similard, dar pentru piesa reald, poate fi aproximata prin dreapta A'C
(fig. 10.10), deoarece concentratorii de tensiuni nu modificd limita de curgere la
solicitarea statica, punctul C fiind corect.

Oy
A
A
A’ L
o - L
o
v a C
0O MyL 5. | Om

Fig. 10.10.

In consecinti, aproximatia facuti fatd de dreapta AC, constd in considerarea
unei variatii liniare pentru grupul de coeficienti €x-y«/Pr.

Limita de rezistentd a unei piese, solicitatd la ciclul definit de punctul
M(c,, o,), avand caracteristica p = tano. = MM,/OM, = o,/c, corespunde
punctului L' (fig. 10.10).

In aceasti situatie, cand piesa este solicitatd printr-un ciclu alternat simetric,
iar Incercarea la oboseald nu s-a facut pe piesa reald, coeficientul de sigurantd se
determina cu relatia:

c=3a _Oa Bk (10.15)
G, o, B,

in care G, = G4y €ste tensiunea normald maxima din sectiunea periculoasa.

274



SOLICITARI VARIABILE

10.6.1.1. Solicitari care produc numai tensiuni o

Se admite ca ciclul de solicitare reprezentat prin punctul M(c,, c,) (fig.10.10)
pastreaza aceeasi caracteristicd pana la limitd. Rezulta ca starea limitd este
reprezentatd de punctul L' de coordonate (c,., o,;) care se afld la intersectia
dreptelor A C si OM.

Din asemanarea triunghiurilor OMyM si OL(L' se deduce:

Ome _ O _ Om¥Ou _ Omaxr _ . (10.16)

c

Gm GV Gm + GV Gmax

unde ¢, este coeficientul de siguranta al ciclului real pentru tensiuni normale, fata
de ciclul limita.
Rezulta:

OmL =Cs'COm 3 Oy = C5'Oy (10.17)
valori care trebuie sd satisfaca ecuatia dreptei 4 C:

Owt 4 O (10.18)

!
G, O,

c

Dupa inlocuire si tindnd seama de (10.15) se obtine:

. = ! (10.19)

S, , 0 (Bj
G, O\ &Yk Jg
Pentru un ciclu alternant simetric pentru care G, = 0 $1 G, = Gy rezultd
relatia (10.15).

Valoarea coeficientului de siguranta calculata fie cu (10.19), fie cu (10.15)
trebuie sd indeplineasca conditia (10.14).

10.6.1.2. Solicitari care produc numai tensiuni t

Pentru solicitari variabile simple care produc tensiuni t (forfecare purd, torsiune),
admitdnd o diagrama limitd similard cu cea din figura 10.10, dar in coordonate
(Tm,Tv), in care A'(0,1",), iar C(t.,0), expresia coeficientului de siguranta ¢, se obtine

din (10.19) prin Inlocuirea tensiunilor 6 cu tensiunile corespunzatoare t. Rezulta:

275



SOLICITARI VARIABILE

¢ = ! . (10.20)

T
wﬂ(ﬁfc}
T T\ &Y/,

Pentru un ciclu alternant simetric:

c. ZT—“=£-[—8"Y"j , (10.21)

T T By

v v

in care T, = Tyax.

10.6.2. SOLICITARI VARIABILE COMPUSE

Conditia de rezistentd, la o bara solicitatd static la Tncovoiere cu torsiune, in
cazul ipotezei a IlI-a de rezistenta (7), este:
c
_ 2 _ o+
Gech - Gmax +4Tmax < Gu -

Prin ridicarea la patrat si Impartirea cu ¢4/c si tinand seama ca in teoria 7+,
G+ = 2744, la limita se obtine relatia:

2 2
-G, c T,
( m‘”‘j J{ ‘“‘”‘j =1 (10.22)
G-¢—1 T+l
care reprezintd ecuatia unei elipse, avand semiaxele egale cu 6+ §i 7+;.
Numeroasele experiente, in special cele efectuate de catre Gough si Pollard, au

ardtat cd ecuatia anterioard rdmane valabild si Tn cazul solicitarilor variabile de
incovoiere si torsiune, in fazd, ambele 1n ciclul alternant simetric. In consecinta, se

poate scrie:
2 2
ENNEE .
c, T,

In aceasta relatie -Gy = O $1 CTmay = Tz reprezintd valorile limitd ale
tensiunilor o, respectiv t pentru ciclul de solicitare efectiv, iar 6_; §i T
rezistentele la oboseald pentru ciclurile alternant simetric la incovoiere, respectiv
torsiune. Elipsa definita de (10.23) este redatd in figura 10.11.
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A B
B L
LV
n
A -
M(Gmax: Tmax)
0] , A4
O _| |
gl
(O] »
Fig. 10.11.

In cazul pieselor reale ecuatia (10.23) capata forma:

2 2
[C"’,maxJ +(C'fmax] =1, (10.24)
G, T,

in care 6'_; si v'_; se calculeaza cu relatia (10.8).
Daca se noteaza:

reprezentand coeficientii de sigurantd in cazul solicitarilor variabile simple, dupa
inlocuirea 1n relatia (10.24) rezulta:

c=—So G (10.25)

[ 2 2
C, tC;

relatie cu ajutorul careia se calculeaza coeficientul de sigurantd al unei piese
supusa la solicitari variabile compuse, de incovoiere cu torsiune, in faza, in ciclul
alternant simetric.

Formula (10.25) se poate aplica si pentru ciclurile asimetrice, dar in aceste
cazuri coeficientii de sigurantd ¢ $i ¢ se determind cu relatiile (10.19), respectiv
(10.20).

Valoarea coeficientului ¢ calculatd cu relatia (10.25) trebuie sd indeplineasca
conditia (10.14).
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Probleme rezolvate

P.10.1. Un otel prezintd la incercarile de laborator tensiunile R, = o, = 390 N/mm? si
6_; = 180 N/mm?®. Si se determine rezistenta la oboseald pentru ciclurile cu R = 0,25 si R = 0,5
folosind diagrama Haigh schematizata din figura 10.5, a.

Dreapta 4B din figura 10.5, a, in cazul otelului dat, are ecuatia:

(&) (&)

m v

390 180
Rezistenta la oboseala corespunzitoare ciclului cu coeficientul de asimetrie R = 0,25

corespunde punctului Z; din figura 10.12, care reprezintd intersectia dreptei AB cu dreapta OL, a
carei ecuatie este:

200
180
160 -
140
120
100
80 ~
60 -
40
20 ~

ov [N/mm?

0
Op 100 200 300

B(390.0),0

Gm [N/ mm?
Fig. 10.12.

1-R 1-0,25
c, = (tana)-6,, > o, = ‘G, = 6,=>0,=0,60,.
1+R 1+0,25

Rezolvand sistemul

Gm Gv _
390 180
c, =060,

se determind coordonatele punctului L:

G,,, =169,5N/mm’ si 5, =101,7 N/mm’.

Rezistenta la oboseala pentru ciclul cu R = 0,25 va fi:
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Goas =169,5+101,7 = 271,2 N/mm’.
Pentru ciclul caracterizat de R = —0,5 se procedeaza analog si se ajunge la sistemul:

(&) (&}

390 180
c, =030,

prin rezolvarea caruia se obtine:
G,.,=2274AN/mm’ si 6, =75N/mm’,
In consecinti rezistenta la oboseala pentru ciclul cu coeficientul de asimetrie R = 0,5 este:
Gys = 227,4+75=302,4 N/mnr’.

P.10.2. Arcul elicoidal din figura 10.13, solicitat de forta F, care variaza intre valorile F,,,, = 8 kKN
si Fin = 3 kN, are diametrul spirei d = 24 mm si raza de infagurare R = 60 mm. El este confectionat din

otel de arc, cilit si ecruisat cu alice, cu caracteristicile t. = 600 N/mm?, t_; =300 N/mm’.
Tensiunile corespunzatoare lui F,,,, si F,,;, se calculeaza cu relatia (3.115)

T max _ IRy 1d)_8000-607, 124 =200,4 N/mm?;
w ' 3R) 271434 360 <

P

\/—

T = E(l +1ij = M(l +1ﬁj = 62,6 N/mm’;
w,\' 3R) 271434 360
unde <
3 3
wo =T T2 14 34mm’.
r16 16 g

Rezulta ca, in punctele de la interiorul arcului tensiunea tangentiala
variaza intre Ty = 200,4 N/mm? §i T, = 62,6 N/mm?.

Pe baza acestor valori cu relatiile (10.1) si (10.2) se determind T,
respectiv T,:

= V.

Fig. 10.13.
c, = e Tmn 20024626 _ 1315 N/mm
2 2
T, = Comax ;T”“'” = 200’42_ 62,6 _ 68,9 N/mm’.

Caracteristica ciclului va avea valoarea:

68,9
p. = S 087 0,52
T, 1315
Valorile factorilor, pentru arcuri de acest tip, se pot lua:

Bk: 1,1, &= 1, Yk = 1,6
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Folosind relatia (10.20) se determind coeficientul de sigurantd la
solicitari variabile al arcului dat:

Fomy
7 1 1
o CT = = = 2’6
g s T, T B, 131,5 N 689( 11
=] & ; t. ot ey, ) 600 300(1-16
80 == P.10.3. Sa se determine forta maxima F,,, pe care o poate suporta
< > fusul din figura 10.14, de lungime / = 80 mm si diametrul d = 80 mm,
Fig. 10.14 solicitat la un ciclu alternant simetric pentru un coeficient de siguranta
I c, = 2,4. Materialul din care este confectionat fusul este un otel care are
6., = 350 N/mm’ Suprafata fusului este slefuiti fin, iar in zona

racordarii a suferit o ecruisare prin rulare, ceea ce face ca y, = 1,38.

Tensiunea normald maxima care se dezvoltd in fus corespunde momentului de incovoiere
maxim M., = F{ i are expresia:
M . 32-F-l

max

s /4 nd’

z

Coeficientul de sigurantd se determina cu relatia (10.15):

’
o G, £
c=S0_ 0% Bk
Gv Gmax Bk
Inlocuind pe G« $i punand conditia ¢ < ¢, rezulta:

o, n-d &y,
32.¢c-1 B,

F<

Pentru forma constructiva a fusului se poate lua 3, = 1,5 si g, = 0,7. inlocuind numeric se
obtine:
_ 350-7-80° .0,7-1,38

= =59000 N.
32.24-80 15

P.10.3. Arborele din figura 10.15 are diametrul d = 60 mm si transmite puterea P =25 kW la
turatia #n = 300 rot/min. Raportul eforturilor din ramura conducatoare i ramura condusa a fiecarei
curele de transmisie este 2. Razele rotilor sunt: R; = 400 mm, R, = 500 mm. Sa se verifice
rezistenta arborelui si sd se determine coeficientul de sigurantd la solicitari variabile stiind ca
materialul din care este confectionat arborele este OLC 60 (C 60 — conform noii codificari).

Pentru verificarea de rezistenta trebuie sa se traseze diagramele de eforturile sectionale.

Momentul de torsiune la care este supus arborele este:

M, =955-10° r_ 9,55-10° 25 795,83 Nm.
: n 300

si el se manifesta pe portiunea cuprinsa intre cele doua roti (fig. 10.15)
Reducand, in axa arborelui, eforturile din ramurile curelelor, se obtin fortele (fig. 10.15):
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4
Py
=
y1, 200 ], 300 ] 300
795,83 Nm
A B
i &
' M, ’
Fi, =5868,75 N
) = -
Y ﬁ
Y 447,65N
895,31 Nm
2\ Fo, = 4774,98 N
i & &
oo
+
358,12 Nm
895,31 Nm
Fig. 10.15
M -10°
F, =31, =32 _3. 19383107 _ 56075 N:
R, 400
M -10°
F, =31, =3 _3 383107 _ 4oy g\
R, 500

deoarece intre eforturile din ramurile curelelor si momentul M, existe egalitatile:
Mx :2T1R1 —T1R1 = T1R1;
Mx = 2T2R2 — T2R2 = T2R2.

Cele doua forte actionand in plane diferite vor produce momente de incovoiere att in planul

cu normala z (M), cat si in planul cu normala y (M,). Pe baza diagramelor de eforturi (fig. 10.15)
se stabileste sectiunea in care momentul total de incovoiere este maxim:

M =4/358122 +89531> =964,28Nm; M =+/89531” + 447,65 =1000,98 Nm.
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Sectiunea periculoasd este in dreptul rotii 2 deoarece in aceastd sectiune atat momentul
incovoietor cat si momentul de torsiune au valorile maxime.

Deoarece pe tronsonul dintre cele doua roti arborele este solicitat la incovoiere cu torsiune,
calculul de proiectare se face cu relatia (7.32) in care:

2
Ky = 79583 1 _ 1577,
1000,98
Rezulta:
M'max . 3 .
g =K, = w. 1,277 = 60,3 N/mm’ < 5, = 70 N/mm’.
we - 60

i

Ciclul de incovoiere este alternant simetric. Pentru punctul cel mai solicitat al sectiunii
corespunzatoare rotii 2 tensiunile maxime, respectiv minime au valorile:

Mmax 3 3 .
Oy =t——=1 1000,98 1? 32 _ 47,2 N/mm®.
— w. - 60

min i

Coeficientul de sigurantd la solicitari variabile simple se determind cu relatia (10.19).
Deoarece ciclul solicitdrii de Incovoiere este alternant simetric 6,, = 0, iar 6, = G 4.
Din Anexa 2 pentru otelul OLC 60 se adopti: 6. = 410 N/mm*; o_; = 340 N/mm’;

1, =210 N/mm?; t_; = 195 N/mm?>. Pentru arborele dat se considera [BkJ =2,3.
€Yk )s

In acest caz, coeficentul de siguranta la solicitéri variabile simple care produc tensiunile
este:

1 1 1

CcC_= =

’ Gmﬁv( By ] G»( B, J 472 55
O, O \&Ye /)y Oa\&YVr/, 340

c

=3,13

Ciclul de torsiune se considerd pulsator ca urmare a pornirilor si opririlor dese. Din aceasta
cauza t,, =T, = Tya/2, unde

M, 79583-10°-16

Ty = — —— =18,76 N/mm".
w, - 60
Considerand [ﬁ—kJ = 1,8, coeficientul de siguranta la solicitari variabile simple care produc
€Yk ),
tensiunile t are valoarea:
¢, = ! ! =7,62.
Tm

7+L B 18’76(1+1~1,8j
T T &Y ), 2 (210 195

c

Coeficientul de sigurantd pentru solicitarea variabila compusa se determina cu relatia (10.25):
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SOLICITARI VARIABILE

cz-c.  3]13.7,62
JeZ+c? 3132 +7,62°

Cc =

=2.89.

Probleme suplimentare

P.10.4. Sa se verifice la oboseald un arbore de diametru d = 70 mm din OL60, solicitat la
rasucire de un moment care variaza intre limitele M, ,, = 2,4 kNm, M, ,;, = — 1,2 kKNm. Se
cunoaste (Br/exyr ). = 1,74.

P.10.5. Sa se calculeze coeficientul de siguranta la solicitari variabile compuse la un arbore din
OLC 60 de diametu d = 76 mm, solicitat la incovoiere si rasucire de momentele: M, .. = 3,6 KNm;
M, pin =— 2,4 kKNm; M, 0 = 4,0 KNm; M, i = —1,0 KNm. Se dau (Bi/eryr )o = 2,3; (Bi/eryr )= 1,8.
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